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1. はじめに 

標準正規分布の累積分布関数と様々な螺旋が，黄金比

の螺旋に関係する予想 1)の後に，貴金属比の類似比を提

案した前作である研究ノート 2)を投稿してから 1 年が経

過しようとしている．同時に黄金比が示す幾何学的特徴

について台形を用いながら等比数列の視覚化 3)を大阪工

業大学イノベーションデイズ 2020 にて発表したところ

から本研究はまとめている．このため，本研究はこの前

作の投稿後の1年間の研究成果4-8)を報告するために作成

した研究ノートである． 
前作 2)において，黄金比 9-33)ならびに貴金属比 9,34-37)の

類似比 38-43)と標準正規分布の累積分布関数との関係を考

察し，代数螺旋 44-46)と対数螺旋（等角螺旋）46-49)の可能性

があることを示唆した．このときのキーポイントがピタ

ゴラス（Pythagoras）の定理（三平方の定理）50-54)とフィ

ボナッチ（Fibonacci）数列 9-17,20-33)の活用であった．前作

の研究 2)では，様々な観点から螺旋を考察することを記

載したが，本研究では研究成果の比較を容易にできるよ

うにと可読性を再考し，その表記法を統一できるように

努めて数式の記述の再編成を試みている． 
しかしながら，本研究を研究論文と位置づけせず，再

び研究ノートとして公開する理由は，de Spinadelが類似

比の提案者として文献 38-40)に 𝑛𝑛 = 2  の類似比を

copper mean（純銅比もしくはカッパー比）， 𝑛𝑛 = 3 の類

似比をnickel mean（白銅比もしくはニッケル比）と命名

していたのを見つけたからである．そして，例えば，文

献 41-43)でもこれらの名称が引用されていることがわか

った．しかしながら，Wikipediaで公開する日本語版の「貴

金属比 34)」や，英語版の「metallic mean35)」では，de Spinadel
の文献 38-40)を参考文献として示しているにもかかわらず，

これらの名称は今のところ定義からは除外のようである．

このため貴金属比には含まれていないし，取り扱われて

いない．また，GoogleやGoogle Scholarでもこれらの用

語で検索が成り立たず，定義の真偽が確認できない． 
一方で，カッパー比やニッケル比，貴金属比の4番目

と5番目に属する説も存在する．Wikipediaでもこちらが

掲載されている．著者はこちらを基準に前作は記述した

のであるが，いずれもde Spinadelがカッパー比とニッケ

ル比の命名に関わっているようである． 
したがって，本研究ではこれらの比の名称の記載が見

つかったことを誠実に記載するが，芸術作品の幾何学的

特徴にも関心を持ち合わせているため，現状の貴金属比

と番号を対比させる形式を採用することにした．すなわ

ち，𝑛𝑛 = 2 の類似比を copper mean（純銅比もしくはカ

ッパー比）と共に，解説する類似比の幾何学的特徴が大

和比や白銀比 9,19,55-58)と重なる類似比の意味を込めて白銀

比と同等に取り扱い，𝑛𝑛 = 3 の類似比についても同様に

nickel mean（白銅比もしくはニッケル比）と共に，導出

こそ異なるが岩本の論文 9)にも示される青銅比の数値の

特徴に親しみを込めて取扱いながら同等に解説する．し

たがって，今後の研究調査の結果次第で，これらの名称

が訂正される可能性が残されることは，読者にもご了承

いただきたい．このため，表1と表2にこのことをわか

りやすく対比した表を設定することとした． 
 
 
表 1 貴金属比と貴金属比の類似比の呼称（カッパー比

とニッケル比が貴金属比に属する場合）15,36-37) 
Table 1 Original metallic ratios and similar metallic ratios based 
on the naming of metallic mean including copper ratio and 
nickel ratio 15,36-37) 

Order Metallic ratios Similar Metallic ratios 

𝑛𝑛 = 1 Golden ratio:  

𝜆𝜆(1,1) =
1 + √5

2
 

(𝜆𝜆(1,1) = 1.618033⋯) 

Golden ratio:  

𝜆𝜆(1,1) =
1 + √5

2
 

(𝜆𝜆(1,1) = 1.618033⋯) 

𝑛𝑛 = 2 Silver ratio: 

𝜆𝜆(2,1) = 1 + √2 

(𝜆𝜆(2,1) = 2.414213⋯) 

Undefined:  

𝜆𝜆(1,2) = 2 

(𝜆𝜆(1,2) = 2) 

𝑛𝑛 = 3 Bronze ratio: 

𝜆𝜆(3,1) =
3 + √13

2
 

(𝜆𝜆(3,1) = 3.302775⋯ ) 

Undefined:  

𝜆𝜆(1,3) =
1 + √13

2
 

(𝜆𝜆(1,3) = 2.302775⋯ ) 

𝑛𝑛 = 4 Copper ratio:  

𝜆𝜆(4,1) = 2 + √5 

(𝜆𝜆(4,1) = 4.236067⋯ ) 

Undefined: 

𝜆𝜆(1,4) =
1 + √17

2
 

(𝜆𝜆(1,4) = 2.561552) 

𝑛𝑛 = 5 Nickel ratio:  

𝜆𝜆(5,1) =
5 + √29

2
 

(𝜆𝜆(5,1) = 5.19258⋯ ) 

Undefined: 

𝜆𝜆(1,5) =
1 + √21

2
 

(𝜆𝜆(1,5) = 2.791287⋯ ) 

𝑛𝑛 = 6 Aluminum ratio:  

𝜆𝜆(6,1) = 3 + √10 

(𝜆𝜆(6,1) = 6.162277⋯ ) 

Undefined: 

𝜆𝜆(1,6) = 3 

(𝜆𝜆(1,6) = 3) 

Equation 𝜆𝜆(𝑛𝑛,1)
2 − 𝑛𝑛𝜆𝜆(𝑛𝑛,1) − 1 = 0  

𝜆𝜆(𝑛𝑛,1) =
𝑛𝑛 + √𝑛𝑛2 + 4

2
 

𝜆𝜆(1,𝑛𝑛)
2 − 𝜆𝜆(1,𝑛𝑛) − 𝑛𝑛 = 0 

𝜆𝜆(1,𝑛𝑛) =
1 + √1 + 4𝑛𝑛

2
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表 2 貴金属比と貴金属比の類似比の呼称（カッパー比

とニッケル比が貴金属比の類似比に属する場合）38-40) 
Table 2 Original metallic ratios and similar metallic ratios 
named by Vera W. de Spinadel 38-40) 

Order Metallic ratios Similar metallic ratios 

𝑛𝑛 = 1 Golden ratio:  

𝜆𝜆(1,1) =
1 + √5

2
 

Golden ratio:  

𝜆𝜆(1,1) =
1 + √5

2
 

𝑛𝑛 = 2 Silver ratio:  

𝜆𝜆(2,1) = 1 + √2 

Copper ratio:  

𝜆𝜆(1,2) = 2 

𝑛𝑛 = 3 Bronze ratio: 

𝜆𝜆(3,1) =
3 + √13

2
 

Nickel ratio: 

𝜆𝜆(1,3) =
1 + √13

2
 

Equation 𝜆𝜆(𝑛𝑛,1)
2 − 𝑛𝑛𝜆𝜆(𝑛𝑛,1) − 1 = 0  

𝜆𝜆(𝑛𝑛,1) =
𝑛𝑛 + √𝑛𝑛2 + 4

2
 

𝜆𝜆(1,𝑛𝑛)
2 − 𝜆𝜆(1,𝑛𝑛) − 𝑛𝑛 = 0 

𝜆𝜆(1,𝑛𝑛) =
1 + √1 + 4𝑛𝑛

2
 

 
 
すなわち，表 1 では，4 番目のカッパー比も 5 番目の

ニッケル比も貴金属比に属する命名表記法として，表 2
では類似比の 2 番目にカッパー比，3 番目にニッケル比

が命名された表記法として記載されている． 
本研究では，表1を基準とした類似比を用いて，類似

比の2番目ならば第2類似比と表記することにする．し

かし，デザインの世界では，これらの数式に関わりなく，

貴金属比のうち，黄金比と白銀比（大和比）は市民権を

得ており，これらに関連した意味合いで第2類似比を白

銀比，第3類似比を青銅比と同意に取り扱っている． 
このように表1を基準とするが，従来の類似比の命名

法でもある表2の覚え方では，オリジナルの貴金属比を

メダルの種類として黄金比，白銀比，青銅比に例え，類

似比に相当するセカンダリである貴金属比の類似比を硬

貨（コイン）の種類に例えて黄金比，カッパー比（純銅

比），ニッケル比（白銅比）を想像していただけると区別

しやいと考えられる 38)． 
一方で，前作 1,2)では図 1A で示すように，標準正規分

布の累積分布関数の積分形を表わす緑色の曲線を提案し

ている．この提案した曲線に重なる貴金属比の類似比か

ら得られる幾何学的特徴が美しいので，数学的性質だけ

を精査するのではなく，今夏の東京オリンピックとパラ

リンピックが無事に終了したことも記念して，硬貨では

なくメダルの色でもある金銀銅と対比しながら，𝑛𝑛 =
1,2,3 に対応する芸術作品としても鑑賞できるように作

図については，著者の専門とは畑違いではあるが工夫を

凝らしている．以上を留意して黄金比とピタゴラスの定

理とフィボナッチ数列について再考を行って研究成果を

まとめている． 
ところで，前作の研究ノート 2)を記載しているときに

は，Wikipediaの日本語版の「ケプラーの三角形 59)」は存

在しなかった．したがって，英語版による記載「Kepler 
Triangle60)」と文献 13)による英文で，ケプラー（Kepler）
が発見した三角形の記述が紹介されていただけであった．

前作の投稿後に取り寄せた文献 13)の日本語版 12)と，新

設された日本語版 Wikipedia59)から読者は下記のケプラ

ーの残した重要な言葉を知ることができる．もしも，著

者が前作を記したことが機会となり，Wikipediaの日本語

版にも「ケプラー三角形」が掲載されたのならば大変光

栄なことであるが，非常にタイミングが良い．そのケプ

ラー三角形には以下の言葉が記されている． 
 
“Geometry has two great treasures: one is the theorem of 
Pythagoras, the other the division of a line into extreme and 
mean ratio. The first we may compare to a mass of gold, the 
second we may call a precious jewel. 13,60)” 
 
「幾何学には2つの宝がある．一つはピタゴラスの定理，

もう一つは外中比（黄金比）である．一つ目は金塊と比

べ，二つ目は貴重な宝石と呼ぶことになるだろう 12,59．」  
 
おそらく，ケプラーの業績 25,61,62)の一つとして「宇宙

の神秘」に関してや，雪の結晶が六角形である発見も周

知であることから，ケプラー三角形の特徴や可能性もか

なり探求されていたのではないかと思われる．その中の

一つに，ケプラー三角形が等比数列を構成する 2,63)ことは

知られていたようである 12,13,60)．その可能性を約 400 年

後の現在にもう一度掘り起こす機会となるように本研究

で確認できたこと 3-8)を解説したい． 
本研究において，もう一つ重要なことがある．これま

での貴金属比の数列 34-43,64-67)について，𝑛𝑛 = 2 番目はペ

ル（Pell）数列と関連付けされて発展してきたが，本研

究では，フィボナッチ（Fibonacci）数列 
 

𝐹𝐹(1,1),0 = 0, 𝐹𝐹(1,1),1 = 1, (1.1) 
𝐹𝐹(1,1),𝑗𝑗 = 𝐹𝐹(1,1),𝑗𝑗−1 + 𝐹𝐹(1,1),𝑗𝑗−2  (𝑗𝑗 ≥ 2) 

 
と関連するペル数列 64-70) 
 

𝐹𝐹(2,1),0 = 0, 𝐹𝐹(2,1),1 = 1, (1.2) 
𝐹𝐹(2,1),𝑗𝑗 = 2𝐹𝐹(2,1),𝑗𝑗−1 + 𝐹𝐹(2,1),𝑗𝑗−2  (𝑗𝑗 ≥ 2) 
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の代わりにヤコブスタール（Jacobsthal）数列 70-73) 
 

𝐹𝐹(1,2),0 = 0, 𝐹𝐹(1,2),1 = 1, (1.3) 
𝐹𝐹(1,2),𝑗𝑗 = 𝐹𝐹(1,2),𝑗𝑗−1 + 2𝐹𝐹(1,2),𝑗𝑗−2  (𝑗𝑗 ≥ 2) 

 
を活用して，理論を組み立てた提案を行っている．オリ

ジナルの貴金属比とヤコブスタール数列の関連について

言及する類似比の文献は，de Spinadelの提案 38-40)が見つ

かるが，類似比については芸術的にも数学的にも本研究

で扱うことは言及されていない．また，ペル数列やヤコ

ブスタール数列をフィボナッチ数列と対比しながら拡張

させた形式を含む一般化されたフィボナッチ数列 70,74-76)

やフィボナッチ多項式 77,78)の研究が存在する．このため，

ヤコブスタール数列は一般化されたフィボナッチ数列の

記述では，ペル数列と同様に注目されている． 
 そこで，以上に関する貴金属比の類似比について貴金

属比と同様に連分数 79-81)や多重根号 82-83)に関する提案か

ら始まり，一般化されたフィボナッチ数列の特徴を説明

しながら提案や解説を行い，ピタゴラスの定理の活用を

見直すこととする．これをもとに貴金属比の類似比によ

る等角螺旋を数理的にかつ芸術的に描くために提案を行

いながら，数式記号の活用を整理している．特に，ニュ

ートン（Newton）による二項定理 84,85)におけるフィボナ

ッチ数列とパスカル（Pascal）の三角形 86,87)の組み合わせ

は有名であり，これを視覚化の道具として活用してみた

い．加えて，ガウス平面 88-90)を用いるならば，オイラー

（Euler）の公式 91,92)の考え方やド・モアブル（de Moivre）
の定理 93,94)の考え方もベルヌーイ（Bernoulli）の対数螺旋

（等角螺旋）に活かせる．また，前作で標準正規分布の

累積分布関数を用いて貴金属比の類似比を説明してきた

が，積事象に相当する二次元標準正規分布の同時確率を

用いた考察も試みたい．さらに，ケプラーの功績といえ

ば，楕円 95-97)が思いつくように，貴金属比の類似比に対

応する楕円も等角螺旋のモデル化に関連する鍵として活

用したい． 
 以上をもとに，本研究は以下の構成により，解説や提

案を行う．すなわち 
 

2章： 貴金属比と類似比の連分数と無限多重根号 
 3章： 一般化されたフィボナッチ数列の紹介 
 4章： 一般化されたフィボナッチ数列と 

ピタゴラスの定理による 
貴金属比の類似比の表記 

 5章： 貴金属比の類似比による代数螺旋 
 6章： 貴金属比の類似比の等角螺旋と楕円 

 7章： 負の一般化されたフィボナッチ数列の表記 
 8章： パスカルの三角形と二項定理による 

一般化されたフィボナッチ数列と多項式 
 9章： 貴金属比の類似比による 

ガウス平面を用いた等角螺旋 
10章： ピタゴラスの定理との関係とデザインに言及

や本研究のまとめとしての考察 
付録： 貴金属比の類似比と標準正規分布の関連付け 

 
のとおりに展開を進める．また，解説や提案に用いる主

な記号は下記のとおりである． 
 
 𝑛𝑛    : 𝑛𝑛 番目の貴金属比に相当する序数 
𝜆𝜆(𝑛𝑛,1) : 𝑛𝑛 番目の貴金属比の値 
𝜆𝜆(1,𝑛𝑛) もしくは 𝑚𝑚𝑛𝑛 :   

𝑛𝑛 番目の貴金属比の類似比の値 
𝐹𝐹1,𝑗𝑗 もしくは 𝐹𝐹(1,1),𝑗𝑗： 
 𝑗𝑗 番目のフィボナッチ数 
𝐹𝐹(2,1),𝑗𝑗： 
 𝑗𝑗 番目のペル数 
𝐹𝐹2,𝑗𝑗 もしくは 𝐹𝐹(1,2),𝑗𝑗： 
 𝑗𝑗 番目のヤコブスタール数 
𝐹𝐹𝑛𝑛,𝑗𝑗： 𝑛𝑛 番目の貴金属比の類似比に対応する 

𝑗𝑗 番目の一般化されたフィボナッチ数 
𝑘𝑘𝑛𝑛 : 𝑛𝑛 番目の貴金属比の類似比に対応する 

標準正規分布の確率点 
Φ(𝑘𝑘𝑛𝑛) : 𝑛𝑛 番目の貴金属比の類似比に対応する 

標準正規分布の確率点 𝑘𝑘𝑛𝑛 による 
累積分布関数の値（確率 = 1/�𝑚𝑚𝑛𝑛 ）  

 𝑧𝑧𝑛𝑛 : 𝑛𝑛 番目の貴金属比の類似比の 
等角螺旋に対応する複素数 

 𝑦𝑦𝑛𝑛：  等角螺旋の虚部を示す値を簡略表記 
（= �𝑚𝑚𝑛𝑛 − 1 = √𝑛𝑛Φ(𝑘𝑘𝑛𝑛)） 

 
それでは，まず2章で貴金属比と類似比の連分数およ

び多重根号の特徴について解説と提案を記述する． 
 

2. 連分数および多重根号による貴金属比や

貴金属比の類似比の提案と再考 

2.1 黄金比の定義式 
黄金比を定義する一般式は 

 
𝜙𝜙2 − 𝜙𝜙 − 1 = 0                      (2.1)  
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図1  ピタゴラスの定理と黄金比とケプラーの三角形の再考 2) 

Fig.1 Concepts about Kepler triangles using golden ratio and Pythagorean theorem 2) 
 
 

 
図2  ケプラー三角形と標準正規分布の累積分布関数を用いた黄金比 4,6) 

Fig. 2 Golden ratio using Kepler triangle and cumulative distribution function of standard normal distribution4,6) 
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図3  ピタゴラスの定理と貴金属比の類似比の数理的特性と幾何学的特性 6-8) 

Fig. 3 Mathematical and geometric characterizations about similar metric ratios and these Pythagorean theorem6-8) 
 
 

 
図4  一般化されたフィボナッチ数列とピタゴラスの定理に基づく貴金属比の類似比の幾何学的定義 6-8) 

Fig.4 Geometric definitions about similar metallic ratios based on generalized Fibonacci sequences and Pythagorean theorem6-8) 
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               ∵    𝜙𝜙 =
√5 + 1

2
= Golden Ratio                      

                          𝜙𝜙 = 1.618033⋯ (= 𝜆𝜆(𝑛𝑛,1) = 𝜆𝜆(1,𝑛𝑛) = 𝑚𝑚1) 
 
である．この式(2.1)は 
 

𝜙𝜙
𝜙𝜙 + 1

=
1
𝜙𝜙

(2.2) 

 
もしくは 
 

𝜙𝜙 − 1
𝜙𝜙2 − 𝜙𝜙

=
𝜙𝜙 − 1

1
=

1
𝜙𝜙

(2.3) 

 
となる比の関係を示す．それゆえ，神聖な比として，古

代ギリシャのユークリッドが記した「ユークリッド原論」

では外中比と呼ばれる名称で記述されていることも加わ

り，その比率の美しさが多くの歴史的な芸術作品や建造

物に影響を与えているようである 13,14)． 
著者もこの美しさに感嘆して，図1と図2に示す黄金

比に関連する作品を作成した 6-8)．図１Aは，標準正規分

布の累積分布関数を傾きにケプラー三角形が描くピタゴ

ラスの定理の視覚化とケプラー三角形から構成された台

形を用いた等比数列である．図１B には，この等比数列

によるケプラー三角形が描かれているが，Kapusta63)が

2004 年に発表している．また，図 2B には，二次元結合

標準正規分布の同時確率が黄金比の逆数の場合として描

かれている 6,7)．  
この考え方が本研究における重要な位置づけ 1,2)とな

る．図2Dは，図1Aの作品に日本の美を重ね合わせたつ

もりで制作したので，特別に「日出づる国 (Land of the 
rising sun in Japan)」と命名している 6-8)． 
この「日出づる国」の図の幾何学的性質が，貴金属比

の類似比において重要な役割を果たしたので，解説の前

に図3と図4を貴金属比の類似比の特徴として例示して

おく．特に，貴金属比の類似比が芸術的観点からも活用

されることを期待して，日本の美，水の都大阪，大阪工

業大学の大学歌に親しみを込めて 
 

・ 第1類似比（黄金比）に関する作図 
「日出づる国（Land of the rising sun in Japan）」 

・ 第2類似比に関する作図 
「水の都大阪（Osaka, a city bult on water, in Japan）」 

・ 第3類似比に関する作図 

「生駒の山の空高し 
（Mt. Ikoma, an east mountain of Osaka, in Japan）」 

 
と命名した 6-8)．それぞれ，陽の光，街の清流，野山の新

緑の大切さを感じていただけると幸いである． 
この図3と図4を記憶に留めて読んでいただくと貴金

属比の類似比の幾何学的特徴がわかりやすいと思われる．

特記すべき点は，図3と図4では，導出こそ貴金属比と

は異なるが，芸術作品やデザインとの相性を考慮してオ

リジナルの貴金属比の序数 𝑛𝑛 に合わせて，貴金属比の

類似比の呼称を統一して良いかもしれない．よって，表

2のde Spinadelの命名法は用いていない．すなわち，表

1が基準である．また，図3には，これから解説する 𝑛𝑛 に
関連する連分数 79-81)と無限多重根号 82,83)を示している．

次節ではその意味がわかるように，この二つの特徴に関

する貴金属比や貴金属比の類似比の解説および提案を行

う． 
 
2.2 黄金比の定義式の拡張と多重根号と連分数の

考え方 
式(2.1)の係数の大きさを考慮した関係式を 

 
𝜆𝜆(𝑎𝑎,𝑏𝑏)
2 − 𝑎𝑎𝜆𝜆(𝑎𝑎,𝑏𝑏) − 𝑏𝑏 = 0 (2.4) 

∵   𝜆𝜆(𝑎𝑎,𝑏𝑏) =
𝑎𝑎
2

±
√𝑎𝑎2 + 4𝑏𝑏

2
 

 
と定義する．ここに，𝑎𝑎 および 𝑏𝑏 は自然数とする．後

ほど，制御理論で登場する人物とは異なる Kalman と

Mena による一般化されたフィボナッチ数列の関係式 75)

を示すこととして，この関係について彼らが用いた記述 
ℛ(𝑎𝑎, 𝑏𝑏) で提案する．この関係式を符号にも注意しなが

ら 
 

�𝜆𝜆(𝑎𝑎,𝑏𝑏)
 − 𝑎𝑎�2 + 𝑎𝑎�𝜆𝜆(𝑎𝑎,𝑏𝑏) − 𝑎𝑎� − 𝑏𝑏 = 0 (2.5) 

 
もしくは 
 

�𝑎𝑎 − 𝜆𝜆(𝑎𝑎,𝑏𝑏)
 �2 − 𝑎𝑎�𝑎𝑎 − 𝜆𝜆(𝑎𝑎,𝑏𝑏)� − 𝑏𝑏 = 0 (2.6) 

 
により 
 

     ∵   𝜆𝜆(𝑎𝑎,𝑏𝑏) − 𝑎𝑎 = −
𝑎𝑎
2

±
√𝑎𝑎2 + 4𝑏𝑏

2
(2.7) 
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と読み替えるとき，次の二つの興味深い結果を得ること

ができる 7,8)． 
まず，一つ目の結果は下記のような連分数による表記

が可能である．すなわち 
 

𝜆𝜆(𝑎𝑎,𝑏𝑏) = 𝑎𝑎 +
𝑏𝑏

𝑎𝑎 + 𝑏𝑏

𝑎𝑎 + 𝑏𝑏

𝑎𝑎 + 𝑏𝑏
𝑎𝑎 + ⋯

(2.8)
 

 
と 
 

𝜆𝜆(𝑎𝑎,𝑏𝑏) − 𝑎𝑎 =
𝑏𝑏

𝑏𝑏
𝑏𝑏

𝑏𝑏
⋯− 𝑎𝑎 − 𝑎𝑎

− 𝑎𝑎
− 𝑎𝑎

− 𝑎𝑎 (2.9)
 

 
である 7,8)．よって，式(2.8)と式(2.9)の二式の積 
 

𝜆𝜆(𝑎𝑎,𝑏𝑏)�𝜆𝜆(𝑎𝑎,𝑏𝑏) − 𝑎𝑎� =

⎝

⎜
⎜
⎜
⎜
⎛

𝑎𝑎 +
𝑏𝑏

𝑎𝑎 + 𝑏𝑏

𝑎𝑎 + 𝑏𝑏

𝑎𝑎 + 𝑏𝑏
𝑎𝑎 + ⋯⎠

⎟
⎟
⎟
⎟
⎞

 

×

⎝

⎜
⎜
⎜
⎛

𝑏𝑏
𝑏𝑏

𝑏𝑏
𝑏𝑏

⋯− 𝑎𝑎 − 𝑎𝑎
− 𝑎𝑎

− 𝑎𝑎
− 𝑎𝑎

⎠

⎟
⎟
⎟
⎞

= 𝑏𝑏 (2.10) 

 
が成り立つ 7,8)． 
 二つ目の結果は，下記の無限多重根号である．すなわ

ち 
 

𝜆𝜆(𝑎𝑎,𝑏𝑏) = �𝑏𝑏 + 𝑎𝑎�𝑏𝑏 + 𝑎𝑎�𝑏𝑏 + 𝑎𝑎√𝑏𝑏 + ⋯ (2.11) 

 
および 
 

𝜆𝜆(𝑎𝑎,𝑏𝑏) − 𝑎𝑎 = �𝑏𝑏 − 𝑎𝑎�𝑏𝑏 − 𝑎𝑎�𝑏𝑏 − 𝑎𝑎√𝑏𝑏 −⋯ (2.12) 

 
である 7,8)．したがって，式(2.11)と式(2.12)の二式の積も

また 
 

𝜆𝜆(𝑎𝑎,𝑏𝑏)�𝜆𝜆(𝑎𝑎,𝑏𝑏) − 𝑎𝑎� =

⎝

⎜
⎛�𝑏𝑏 + 𝑎𝑎�𝑏𝑏 + 𝑎𝑎�𝑏𝑏 + 𝑎𝑎√𝑏𝑏 + ⋯

⎠

⎟
⎞

 

×

⎝

⎜
⎛�𝑏𝑏 − 𝑎𝑎�𝑏𝑏 − 𝑎𝑎�𝑏𝑏 − 𝑎𝑎√𝑏𝑏 − ⋯

⎠

⎟
⎞

= 𝑏𝑏 (2.13) 

 
が成り立つ 7,8)．特記すべき点として，式(2.10)や式(2.13)
の定式化は，一見一般論のように見えるが，連分数や多

重根号の専門書にも記載されていないようである． 
 
2.3 貴金属比の多重根号と連分数の表記の意味 

2.2 の二つの特徴について， ℛ(𝑛𝑛, 1) が従来から周知

の貴金属比と呼ばれる．すなわち， 
 

𝜆𝜆(𝑛𝑛,1)
2 − 𝑛𝑛𝜆𝜆(𝑛𝑛,1) − 1 = 0 (2.14) 

     ∵   𝜆𝜆(𝑛𝑛,1) =
𝑛𝑛
2

+
√𝑛𝑛2 + 4

2
= 𝑛𝑛 th Metallic Ratio 

 
と定義されてきた 9,38-40)．本研究の2.1節で定義した二つ

の結果を用いて示すと次の通りとなる．まず， 
 

𝜆𝜆(𝑛𝑛,1) − 𝑛𝑛 =
1

𝜆𝜆(𝑛𝑛,1)
= −

𝑛𝑛
2

+
√𝑛𝑛2 + 4

2
(2.15) 

 
を活用して，その連分数は 
 

𝜆𝜆(𝑛𝑛,1) = 𝑛𝑛 +
1

𝑛𝑛 + 1
𝑛𝑛 + 1

𝑛𝑛 + 1
𝑛𝑛 + ⋯

(2.16)
 

 
が周知 9,38)であるだけではなく， 
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𝜆𝜆(𝑛𝑛,1) − 𝑛𝑛 =
1

1
1

1
⋯− 𝑛𝑛 − 𝑛𝑛

− 𝑛𝑛
− 𝑛𝑛

− 𝑛𝑛 (2.17)
 

 
も新たに示すことができる 7,8)．したがって，式(2.16)と
式(2.17)の積は 
 

𝜆𝜆(𝑛𝑛,1)�𝜆𝜆(𝑛𝑛,1) − 𝑛𝑛� =

⎝

⎜
⎜
⎜
⎛

𝑛𝑛 +
1

𝑛𝑛 + 1
𝑛𝑛 + 1

𝑛𝑛 + 1
𝑛𝑛 + ⋯⎠

⎟
⎟
⎟
⎞

 

×

⎝

⎜
⎜
⎜
⎛

1
1

1
1

⋯− 𝑛𝑛 − 𝑛𝑛
− 𝑛𝑛

− 𝑛𝑛
− 𝑛𝑛

⎠

⎟
⎟
⎟
⎞

= 1 (2.18) 

 
と示すことができる 7,8)．同様に，その無限多重根号は 
 

𝜆𝜆(𝑛𝑛,1) = �1 + 𝑛𝑛�1 + 𝑛𝑛�1 + 𝑛𝑛√1 + ⋯ (2.19) 

 
が周知 9,38)であるが， 
 

𝜆𝜆(𝑛𝑛,1) − 𝑛𝑛 = �1 − 𝑛𝑛�1 − 𝑛𝑛�1 − 𝑛𝑛√1 −⋯ (2.20) 

 
も成り立つ．これらを用いて 
 

𝜆𝜆(𝑛𝑛,1)�𝜆𝜆(𝑛𝑛,1) − 𝑛𝑛� =

⎝

⎜
⎛�1 + 𝑛𝑛�1 + 𝑛𝑛�1 + 𝑛𝑛√1 + ⋯

⎠

⎟
⎞

 

×

⎝

⎜
⎛�1 − 𝑛𝑛�1 − 𝑛𝑛�1 − 𝑛𝑛√1 −⋯

⎠

⎟
⎞

= 1 (2.21) 

 
と示すことができる 7,8)．すなわち， 
 

𝜆𝜆(𝑛𝑛,1) =
1

𝜆𝜆(𝑛𝑛,1) − 𝑛𝑛
(2.22) 

 
に，以上の無限多重根号や連分数で表わせる関係が良く

わかる 7,8)． 
 
2.4 貴金属比の類似比の多重根号と連分数の表記

の意味 
一方で，𝑛𝑛 と 1 を入れ替えた ℛ(1,𝑛𝑛) の関係で示さ

れた貴金属比の類似比に関して提案を行ったが，その前

作の定義式 2)は，式(2.4)より 
 

    ∵   𝜆𝜆(1,𝑛𝑛) = 𝑚𝑚𝑛𝑛 =
1
2

+
√1 + 4𝑛𝑛

2
(2.23) 

                         = 𝑛𝑛 th Similar Metallic Ratio   
 
とする．したがって， 
 

𝑚𝑚𝑛𝑛 − 1 =
𝑛𝑛
𝑚𝑚𝑛𝑛

= −
1
2

+
√1 + 4𝑛𝑛

2
(2.24) 

 
も用いて，その連分数は 
 

𝑚𝑚𝑛𝑛 = 1 +
𝑛𝑛

1 + 𝑛𝑛
1 + 𝑛𝑛

1 + 𝑛𝑛
1 + ⋯

(2.25)
 

 
および 
 

𝑚𝑚𝑛𝑛 − 1 =
𝑛𝑛

𝑛𝑛
𝑛𝑛

𝑛𝑛
⋯− 1 − 1

− 1
− 1

− 1 (2.26)
 

 
を示すことができる．その積は式(2.25)と式(2.26)を用い

て 
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𝑚𝑚𝑛𝑛(𝑚𝑚𝑛𝑛 − 1) =

⎝

⎜
⎜
⎛

1 +
𝑛𝑛

1 + 𝑛𝑛
1 + 𝑛𝑛

1 + 𝑛𝑛
1 + ⋯⎠

⎟
⎟
⎞

 

×

⎝

⎜
⎜
⎛ 𝑛𝑛

𝑛𝑛
𝑛𝑛

𝑛𝑛
⋯− 1 − 1

− 1
− 1

− 1

⎠

⎟
⎟
⎞

= 𝑛𝑛 (2.27) 

 
と表わすことができる 6)．同様に，無限多重根号は 
 

𝑚𝑚𝑛𝑛 = �𝑛𝑛 + �𝑛𝑛 + �𝑛𝑛 + √𝑛𝑛 + ⋯ (2.28) 

 
と 
 

𝑚𝑚𝑛𝑛 − 1 = �𝑛𝑛 −�𝑛𝑛 − �𝑛𝑛 − √𝑛𝑛 −⋯ (2.29) 

 
が得られるので，その積もまた 
 

𝑚𝑚𝑛𝑛(𝑚𝑚𝑛𝑛 − 1) =

⎝

⎜
⎛�𝑛𝑛 + �𝑛𝑛 + �𝑛𝑛 + √𝑛𝑛 + ⋯

⎠

⎟
⎞

 

×

⎝

⎜
⎛�𝑛𝑛 −�𝑛𝑛 − �𝑛𝑛 − √𝑛𝑛 −⋯

⎠

⎟
⎞

= 𝑛𝑛 (2.30) 

 
と表わすことができる 6)． 
 さらに，幾何平均の考え方 53, 98-100)として 
 

𝑚𝑚𝑛𝑛 − 𝛼𝛼
𝛽𝛽 − 𝑚𝑚𝑛𝑛

=
𝛼𝛼
𝑚𝑚𝑛𝑛

(2.31) 

 
を考える．すなわち，式(2.31)を 𝑚𝑚𝑛𝑛 についてまとめる

ときに，幾何平均は 
 

𝑚𝑚𝑛𝑛 = �𝛼𝛼𝛽𝛽 (2.32) 
 
を示す考え方である．ここで，𝛼𝛼 = 1 とおくとき， 𝛽𝛽 =
𝑚𝑚𝑛𝑛
2  でなければならないので，これらを代入するときに

は 
 

𝑚𝑚𝑛𝑛 − 1
𝑚𝑚𝑛𝑛
2 − 𝑚𝑚𝑛𝑛

=
1
𝑚𝑚𝑛𝑛

�=
𝑚𝑚𝑛𝑛 − 1

𝑛𝑛
� (2.33) 

 
と表わせる．よって，貴金属比の類似比である定義式は 
 

𝑚𝑚𝑛𝑛
2 − 𝑚𝑚𝑛𝑛 − 𝑛𝑛 = 0 (2.34) 

 
と表現でき，幾何平均の特徴を有する展開式となる2,4,5)． 
以上を用いて，従来の貴金属比と対比しながら，前作

で提案した貴金属比の類似比の定義式の連分数と多重根

号を示した．次節では， 𝑛𝑛 = 1 の場合といくつかの 𝑛𝑛 
についての連分数に関する注意点を記したい． 
 
2.5 黄金比の逆数や貴金属比の類似比引く 1 とな

る（𝒎𝒎𝒏𝒏 − 𝟏𝟏）の多重根号と連分数の表記の注意事

項 
 一方で，𝑛𝑛 = 1 に関する 𝜙𝜙 − 1 で示す黄金比の逆数

1/𝜙𝜙 を示す多重根号 23) 
 

𝜙𝜙 − 1 = �1 − �1 − �1 − √1 −⋯ (2.35) 

 
と連分数 
 

𝜙𝜙 − 1 =
1

1
1

1
⋯− 1 − 1

− 1
− 1

− 1 (2.36)
 

 
は成立しないのではと尋ねられるかもしれない．確かに

𝑛𝑛 = 1 のために収束しないことは既知である．加えて，

収束しないので無限に再帰する計算を取り扱いながら実

証することも困難である．しかし，敢えて実証を行うと

きに多重根号では初項に10のマイナス10乗以下の十分

小さな数値 𝜀𝜀 を 1 から減じて，根号内が虚数にならな

いように注意しながら用いてみると 
 



 11 | 51 
 

𝜙𝜙 − 1 ≅ �1 − �1 − �1⋯�1 − √1 − 𝜀𝜀 (2.37) 

 
の収束が確認できる．一方で，連分数では， 
 

𝜙𝜙 − 1 =
1

1
1

1
1

𝜙𝜙 − 1 − 1
− 1

− 1
− 1

− 1 (2.38)

 

 
と再帰させていくときには，原理的に等式が成り立つ．

しかし，分数計算を用いて実際に計算を試してみると分

母の小数の精度と減算が原因で黄金比の逆数 𝜙𝜙 − 1 に
ではなく，途中で値が大きく変異して −𝜙𝜙 に収束する

ことが確認できる．同様のことが，𝑚𝑚𝑛𝑛 − 1 に関する連

分数の計算過程でも散見されるので注意を要することを

記す．このため，式(2.9)で示す連分数の実際の 𝜆𝜆(𝑎𝑎,𝑏𝑏) − 𝑎𝑎 
の計算は注意が必要であるが，多重根号 では 1 − 𝜀𝜀 を
1 とみなせれば実用上は問題がないことを追記しておく．

読者はプログラムを記述しなくてもよい．お手元にある

PC のソフトウェアである Microsoft Excel®を活用したら

容易に確認することができる． 
以上のとおり，貴金属比および貴金属比の類似比に関

する連分数と多重根号の新たな知見を記した．次章では，

貴金属比の類似比に関連する一般化されたフィボナッチ

数列について解説する 7,8)． 
 

3. 本研究で用いる一般化されたフィボナッ

チ数列の表記 

黄金比ならびに貴金属比の類似比と同時に考察される

フィボナッチ数列を，本研究では関係 ℛ(𝑎𝑎,𝑏𝑏) を用いた

一般化されたフィボナッチ数列 
 
𝐹𝐹(𝑎𝑎,𝑏𝑏),0 = 0, 𝐹𝐹(𝑎𝑎,𝑏𝑏),1 = 1,                                           
𝐹𝐹(𝑎𝑎,𝑏𝑏),𝑗𝑗 = 𝑎𝑎 ⋅ 𝐹𝐹(𝑎𝑎,𝑏𝑏),𝑗𝑗−1 + 𝑏𝑏 ⋅ 𝐹𝐹(𝑎𝑎,𝑏𝑏),𝑗𝑗−2   (𝑗𝑗 ≥ 2) (3.1) 

 
と定義する．これは，KalmanとMenaらによる定義式 75)

で，一般化されたフィボナッチ数列の原典である

Horadamによる提案式 74)と意味や発想における原理は同

意であるが，異なる定義式である． 

 KalmanとMenaの論文での行列表記75)と上下の行の順

序が入れ替わるが，本研究で用いる行列表記は 
 

�
𝐹𝐹(𝑎𝑎,𝑏𝑏),𝑗𝑗+1
𝐹𝐹(𝑎𝑎,𝑏𝑏),𝑗𝑗

� = �𝑎𝑎 𝑏𝑏 
1 0�

𝑗𝑗
�
𝐹𝐹(𝑎𝑎,𝑏𝑏),1
𝐹𝐹(𝑎𝑎,𝑏𝑏),0

� (3.2) 

 
とする表記方法 73)を採用した．そこで，本研究で取り扱

う貴金属比の類似比に相当する関係 ℛ(1,𝑛𝑛) における

一般化されたフィボナッチ数列を 
 

𝐹𝐹𝑛𝑛,0 = 0, 𝐹𝐹𝑛𝑛,1 = 1,                      
𝐹𝐹𝑛𝑛,𝑗𝑗 = 𝐹𝐹𝑛𝑛,𝑗𝑗−1 + 𝑛𝑛 ⋅ 𝐹𝐹𝑛𝑛,𝑗𝑗−2   (𝑗𝑗 ≥ 2) (3.3) 

 
と表記するとき 
 

�
𝐹𝐹𝑛𝑛,2 𝑛𝑛 ⋅ 𝐹𝐹𝑛𝑛,1
𝐹𝐹𝑛𝑛,1 𝑛𝑛 ⋅ 𝐹𝐹𝑛𝑛,0

� = �1 𝑛𝑛 
1 0�

(3.4) 

 
と定義できる 73)．したがって，拡張されたフィボナッチ

行列として 
 

�
𝐹𝐹𝑛𝑛,3 𝑛𝑛 ⋅ 𝐹𝐹𝑛𝑛,2 
𝐹𝐹𝑛𝑛,2 𝑛𝑛 ⋅ 𝐹𝐹𝑛𝑛,1

� = �
𝐹𝐹𝑛𝑛,2 𝑛𝑛 ⋅ 𝐹𝐹𝑛𝑛,1
𝐹𝐹𝑛𝑛,1 𝑛𝑛 ⋅ 𝐹𝐹𝑛𝑛,0

� �1 𝑛𝑛 
1 0�

(3.5) 

= �1 𝑛𝑛 
1 0�

2
        

 
ならびに 
 

�
𝐹𝐹𝑛𝑛,4 𝑛𝑛 ⋅ 𝐹𝐹𝑛𝑛,3 
𝐹𝐹𝑛𝑛,3 𝑛𝑛 ⋅ 𝐹𝐹𝑛𝑛,2

� = �
𝐹𝐹𝑛𝑛,3 𝑛𝑛 ⋅ 𝐹𝐹𝑛𝑛,2
𝐹𝐹𝑛𝑛,2 𝑛𝑛 ⋅ 𝐹𝐹𝑛𝑛,1

� �1 𝑛𝑛 
1 0�

(3.6) 

= �1 𝑛𝑛 
1 0�

3
       

 
が表記できる 73)．同様に 
 

�
𝐹𝐹𝑛𝑛,𝑗𝑗+1 𝑛𝑛 ⋅ 𝐹𝐹𝑛𝑛,𝑗𝑗  
𝐹𝐹𝑛𝑛,𝑗𝑗 𝑛𝑛 ⋅ 𝐹𝐹𝑛𝑛,𝑗𝑗−1

� = �
𝐹𝐹𝑛𝑛,𝑗𝑗 𝑛𝑛 ⋅ 𝐹𝐹𝑛𝑛,𝑗𝑗−1
𝐹𝐹𝑛𝑛,𝑗𝑗−1 𝑛𝑛 ⋅ 𝐹𝐹𝑛𝑛,𝑗𝑗−2

� �1 𝑛𝑛 
1 0�  

                   = �1 𝑛𝑛 
1 0�

𝑗𝑗−1
�1 𝑛𝑛 

1 0� 

         = �1 𝑛𝑛 
1 0�

𝑗𝑗
          (3.7) 

 
の関係が得られる 73)．また，負の一般化されたフィボナ

ッチ数列も取り扱えるように， 
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図5  結合標準正規分布の同時確率を用いた貴金属比の類似比の概念図 6-8) 

Fig. 5 Concept of similar metallic ratios using simultaneous probabilities on the joint standard normal distribution6-8) 
 
 

 
図6  ピタゴラスの定理とケプラー三角形とフィボナッチ数列による 

黄金比に関連する貴金属比の第1類似比の概念図 5,6) 
Fig .6 First similar metallic ratio related to the golden ratio using Pythagorean theorem, Kepler triangles, and Fibonacci sequence5,6) 
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図7  ピタゴラスの定理と直角二等辺三角形とヤコブスタール数列による 

白銀比に関連する貴金属比の第2類似比の概念図 5,6) 
Fig .7 Second similar metallic ratio related to the silver ratio  

using Pythagorean theorem, right-angled isosceles triangle, and Jacobsthal sequence5,6) 
 

 
図8  ピタゴラスの定理と一般化されたフィボナッチ数列による青銅比に関連する貴金属比の第3類似比の概念図 5,6) 

Fig .8 Third similar metallic ratio related to the bronze ratio using Pythagorean theorem and generalized Fibonacci sequence5,6) 
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表 3 貴金属比の類似比と標準正規分布の累積確率およ

びその確率点の数値例 (𝑛𝑛 = 1から12)2) 
Table 3 Numerical illustrations of similar metallic ratios, these 
cumulative probabilities of standard normal distribution, and 
these probability points (from 𝑛𝑛 = 1 to 12)2) 

𝑛𝑛 𝑚𝑚𝑛𝑛 𝑚𝑚𝑛𝑛 − 1 Φ(𝑘𝑘𝑛𝑛) 𝑘𝑘𝑛𝑛 

1 1.618⋯ 0.618⋯ 0.786⋯ 0.793⋯ 

2 2 1 0.707⋯ 0.544⋯ 

3 2.302⋯ 1.302⋯ 0.658⋯ 0.409⋯ 

4 2.561⋯ 1.561⋯ 0.624⋯ 0.318⋯ 

5 2.791⋯ 1.791⋯ 0.598⋯ 0.249⋯ 

6 3 2 0.577⋯ 0.195⋯ 

7 3.192⋯ 2.192⋯ 0.559⋯ 0.150⋯ 

8 3.372⋯ 2.372⋯ 0.544⋯ 0.111⋯ 

9 3.541⋯ 2.541⋯ 0.531⋯ 0.078⋯ 

10 3.701⋯ 2.701⋯ 0.519⋯ 0.049⋯ 

11 3.854⋯ 2.854⋯ 0.509⋯ 0.023⋯ 

12 4 3 0.5 0 
 
 
 

�
𝐹𝐹𝑛𝑛,0 𝑛𝑛 ⋅ 𝐹𝐹𝑛𝑛,−1
𝐹𝐹𝑛𝑛.−1 𝑛𝑛 ⋅ 𝐹𝐹𝑛𝑛,−2

� = �1 𝑛𝑛
1 0�

−1
            

                            = �
0     1
1
𝑛𝑛

−
1
𝑛𝑛
�  (3.8) 

 
を用いる．同様に，単位行列を示す拡張されたフィボナ

ッチ行列は 
 

�
𝐹𝐹𝑛𝑛,1 𝑛𝑛 ⋅ 𝐹𝐹𝑛𝑛,0
𝐹𝐹𝑛𝑛.0 𝑛𝑛 ⋅ 𝐹𝐹𝑛𝑛,−1

� = �
1 0

0 𝑛𝑛 ⋅
1
𝑛𝑛
� = �1 0

0 1�  (3.9) 

 
が成立することも付記する． 
 以上から，本研究で取り扱う貴金属比の類似比に関連

した一般化されたフィボナッチ数列は 
 

�
𝐹𝐹𝑛𝑛,𝑗𝑗+1
𝐹𝐹𝑛𝑛,𝑗𝑗

� = �
𝐹𝐹𝑛𝑛,𝑗𝑗 + 𝑛𝑛 ⋅ 𝐹𝐹𝑛𝑛,𝑗𝑗−1
𝐹𝐹𝑛𝑛,𝑗𝑗−1 + 𝑛𝑛 ⋅ 𝐹𝐹𝑛𝑛,𝑗𝑗−2

�         

= �1 𝑛𝑛 
1 0�

𝑗𝑗
�
𝐹𝐹𝑛𝑛,1
𝐹𝐹𝑛𝑛,0

�

= �1 𝑛𝑛 
1 0�

𝑗𝑗
�1

0�    (3.10)

 

 
として見積って取り扱うこととする．これらの行列計算

もまた，Microsoft Excel®の標準関数で行列の積を計算す

るMMult関数 100)と，逆行列を計算するMInverse関数 101)

を用いるならば容易に計算できる．次章では，ピタゴラ

スの定理と一般化されたフィボナッチ数列を活用した貴

金属比の類似比の特徴を説明する． 
 

4. ピタゴラスの定理と一般化フィボナッチ

数列の活用および再考 

2章で黄金比と貴金属比の類似比の定義式を説明し，3  
章で同時に考察される一般化されたフィボナッチ数列を

記述した．本章では，これらを関係付けるためにピタゴ

ラスの定理を用いる．具体的には，標準正規分布の累積

分布関数を図 1A と図 2A，図 2C，図 2D のように用い

てケプラー三角形を考え，確率の平方と1の平方の和が，

確率の逆数の平方となる特徴を活用する．すなわち，次

の手順を行いながら活用する 2)． 
 
(1) 𝑛𝑛 番目の貴金属比の類似比 𝑚𝑚𝑛𝑛  に対応する標準正

規分布上で原点からの距離でもある確率点を 𝑘𝑘𝑛𝑛  と想

定する． 
(2) 標準正規分布上で原点から確率点 𝑘𝑘𝑛𝑛 までの距離を

正規化して１と考える． 
(3) 標準正規分布の累積分布関数を積分した時の傾き 
 

Φ(𝑘𝑘𝑛𝑛) =
1

√2𝜋𝜋
� exp �−

1
2
𝑢𝑢2� 𝑑𝑑𝑢𝑢 

𝑘𝑘𝑛𝑛

−∞
(4.1) 

 
は一次導関数として傾きを示すため，図 1C に示す傾き

が直角三角形の高さを示す． 
(4) このときの Φ(𝑘𝑘𝑛𝑛) を用いて図2Bや図5Bから図5E
のように示した二次元結合標準正規分布の積事象となる

同時確率 Φ(𝑘𝑘𝑛𝑛)2 の逆数を用いて，貴金属比の類似比 
 

𝑚𝑚𝑛𝑛 =
1

Φ(𝑘𝑘𝑛𝑛)2  
(4.2) 

 



 15 | 51 
 

 

 
図9  ピタゴラスの定理と一般化されたフィボナッチ数列による 

白金比に関連する貴金属比の第12類似比の概念図 2,5,6) 
Fig .9 Twelfth similar metallic ratio related to the platinum ratio using Pythagorean theorem and generalized Fibonacci sequence2,5,6) 
 

 
図10  黄金比による第1類似比と白銀比に相当する第2類似比に関連した 

フラクタルを目指したピタゴラスの定理と一般化されたフィボナッチ数列による等角螺旋の概念図 5,6) 
Fig .10 Fractals and equiangular spirals using Pythagorean theorem and generalized Fibonacci sequence 

about first ratio called the golden ratio and second ratio related to the silver ratio5,6) 
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が成立するように確率点 𝑘𝑘𝑛𝑛 を決定する．具体的に，こ

れらの数値 𝑚𝑚𝑛𝑛，𝑚𝑚𝑛𝑛 − 1，Φ(𝑘𝑘𝑛𝑛) と，これらから得ら

れる 𝑘𝑘𝑛𝑛 の数値を 𝑛𝑛 が1から12までの場合について表

3に例示しておく． 
 以上から，𝑛𝑛 = 1 のときは，貴金属比の類似比として

第1類似比でもある黄金比の定義式が記述できる．すな

わち，図 2A の標準正規分布上に描くケプラー三角形を

参考に 
 

𝑚𝑚1Φ(𝑘𝑘1)2 = 1 (4.3) 
𝑚𝑚1
2 −𝑚𝑚1 − 1 = 0       

       Φ(𝑘𝑘1)−2 = 1 + Φ(𝑘𝑘1)2  

⎝

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎛

∵ 𝑚𝑚1 =
√5 + 1

2
= Golden Ratio       

Φ(𝑘𝑘1)2 = �� 𝜙𝜙(𝑢𝑢)𝑑𝑑𝑢𝑢
𝑘𝑘1

−∞
�
2

                          

               = �
1

√2𝜋𝜋
� exp �−

1
2
𝑢𝑢2� 𝑑𝑑𝑢𝑢

𝑘𝑘1

−∞
�
2

    =
√5 − 1

2
= 0.618⋯         

       = Inverse Golden Ratio       
𝑘𝑘1 = 0.7931383⋯                    ⎠

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎞

 

 
と定義できる 2)．式(4.3)で用いる 𝜙𝜙(𝑢𝑢) は，確率変数 𝑢𝑢 
に関する標準正規分布の確率密度関数である．一般に黄

金比も 𝜙𝜙  が用いられているので，区別できるように貴

金属比の場合には，𝜆𝜆(𝑛𝑛,1) を用いて，貴金属比の類似比

の説明の場合には，𝜆𝜆(1,𝑛𝑛) = 𝑚𝑚1 をできるだけ活用する

ように心掛けて記述を行っている．また，確率変数の値 
𝑢𝑢 = 𝑘𝑘𝑛𝑛  の場合の標準正規分布の累積分布関数が示す値 
Φ(𝑘𝑘𝑛𝑛) を用いて貴金属比の類似比を示す式(4.2)を活用

しているので，読者は他の専門書と対比しながら記述方

法には注意していただきたい．この式(4.3)でも，ケプラ

ー三角形の比 
 
Φ(𝑘𝑘1)−2 ∶ Φ(𝑘𝑘1)−1 ∶ 1 = 𝑚𝑚1 ∶ �𝑚𝑚1 ∶ 1           (4.4) 

                                         =
√5 + 1

2
∶ �

√5 + 1
2

∶ 1 

                                         = 1.618⋯ ∶ 1.272⋯ ∶ 1 
 
が重要な役割を果たし，これを満たすピタゴラスの定理

が活用できる．この考え方を用いて，式(4.3)を図 1B に

示す再帰を表現するには 
 

Φ(𝑘𝑘1)−2𝑗𝑗 = Φ(𝑘𝑘1)−2𝑗𝑗+2 + Φ(𝑘𝑘1)−2𝑗𝑗+4     (4.5) 
         𝑚𝑚1

𝑗𝑗 = 𝑚𝑚1
𝑗𝑗−1 + 𝑚𝑚1

𝑗𝑗−2,       𝑗𝑗 ∈ ℤ                   
 
を用いればよい．また，フィボナッチ数列との関係式は 
 

Φ(𝑘𝑘1)−2 = 1 + Φ(𝑘𝑘1)2                               
 

Φ(𝑘𝑘1)−4 = Φ(𝑘𝑘1)−2 + 1                            
                = 2 + Φ(𝑘𝑘1)2                            

 
Φ(𝑘𝑘1)−6 = Φ(𝑘𝑘1)−4 + Φ(𝑘𝑘1)−2             

    = 3 + 2Φ(𝑘𝑘1)2             
 

Φ(𝑘𝑘1)−8 = Φ(𝑘𝑘1)−6 + Φ(𝑘𝑘1)−4            
    = 5 + 3Φ(𝑘𝑘1)2            

 
Φ(𝑘𝑘1)−10 = Φ(𝑘𝑘1)−8 + Φ(𝑘𝑘1)−6             

      = 8 + 5Φ(𝑘𝑘1)2             
 

⋮                               
 

Φ(𝑘𝑘1)−2𝑗𝑗 = Φ(𝑘𝑘1)−2𝑗𝑗+2 + Φ(𝑘𝑘1)−2𝑗𝑗+4 
          = 𝐹𝐹1,𝑗𝑗+1 + 𝐹𝐹1,𝑗𝑗 ⋅ Φ(𝑘𝑘1)2 (4.6) 

 
と表記することができる 2)．この考え方の概念図は図 6
に示すように描ける 2,5,6)．図6Aのフィボナッチ数列を用

いた関係と図 6B のフィボナッチ行列の数値を調べると

必ず一致していることが確認できる 2)． 
 したがって，図6だけではなく，図7と図8にも示す

ように個々の特徴を有する直角三角形を参考に描くこと

に注意して，𝑛𝑛 番目の貴金属比の類似比の関係式は 
 

𝑚𝑚𝑛𝑛Φ(𝑘𝑘𝑛𝑛)2 = 1 (4.7) 
𝑚𝑚𝑛𝑛
2 − 𝑚𝑚𝑛𝑛 − 𝑛𝑛 = 0       

         Φ(𝑘𝑘𝑛𝑛)−2 = 1 + 𝑛𝑛Φ(𝑘𝑘𝑛𝑛)2 
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図 11  貴金属比の類似比が連なる場合の関係図 5,7) 

Fig .11 Several illustrated cases of series about similar metallic ratios5,7) 
 
 

 
図12  貴金属比の類似比による代数螺旋の概念図 2,4) 

Fig .12 Archimedean spirals of similar metallic ratios2,4) 
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が与えられ，重み付きのピタゴラスの定理として 
 

Φ(𝑘𝑘𝑛𝑛)−2 = Φ(𝑘𝑘𝑛𝑛)0 + 𝑛𝑛 ⋅ Φ(𝑘𝑘𝑛𝑛)2    (4.8) 
Φ(𝑘𝑘𝑛𝑛)−4 = Φ(𝑘𝑘𝑛𝑛)−2 + 𝑛𝑛 ⋅ Φ(𝑘𝑘𝑛𝑛)0            
Φ(𝑘𝑘𝑛𝑛)−6 = Φ(𝑘𝑘𝑛𝑛)−4 + 𝑛𝑛 ⋅ Φ(𝑘𝑘𝑛𝑛)−2          
Φ(𝑘𝑘𝑛𝑛)−8 = Φ(𝑘𝑘𝑛𝑛)−6 + 𝑛𝑛 ⋅ Φ(𝑘𝑘𝑛𝑛)−4          

⋮                                      
   Φ(𝑘𝑘𝑛𝑛)−2𝑗𝑗 = Φ(𝑘𝑘𝑛𝑛)−2𝑗𝑗+2 + 𝑛𝑛 ⋅ Φ(𝑘𝑘𝑛𝑛)−2𝑗𝑗+4   

                                                (𝑗𝑗 ∈ ℤ) 
 
が成立する．これは，図6，図7，図8および図3A，図

3B，図3Cや図4A，図4B，図4Cに示す考え方に相当す

る．また，この関係式は 
 

 Φ(𝑘𝑘𝑛𝑛)−2 = 𝐹𝐹𝑛𝑛,2 + 𝑛𝑛 ⋅ 𝐹𝐹𝑛𝑛,1Φ(𝑘𝑘𝑛𝑛)2             
= 1 + 𝑛𝑛 ⋅ Φ(𝑘𝑘𝑛𝑛)2      

 
Φ(𝑘𝑘𝑛𝑛)−4 = 𝐹𝐹𝑛𝑛,3 + 𝑛𝑛 ⋅ 𝐹𝐹𝑛𝑛,2Φ(𝑘𝑘𝑛𝑛)2            

       = (𝑛𝑛 + 1) + 𝑛𝑛 ⋅ Φ(𝑘𝑘𝑛𝑛)2 
 

Φ(𝑘𝑘𝑛𝑛)−6 = 𝐹𝐹𝑛𝑛,4 + 𝑛𝑛 ⋅ 𝐹𝐹𝑛𝑛,3Φ(𝑘𝑘𝑛𝑛)2            
                        = (2𝑛𝑛 + 1) + 𝑛𝑛(𝑛𝑛 + 1) ⋅ Φ(𝑘𝑘𝑛𝑛)2 

 
Φ(𝑘𝑘𝑛𝑛)−8 = 𝐹𝐹𝑛𝑛,5 + 𝑛𝑛 ⋅ 𝐹𝐹𝑛𝑛,4Φ(𝑘𝑘𝑛𝑛)2            

= (𝑛𝑛2 + 3𝑛𝑛 + 1)       
                                             +𝑛𝑛(2𝑛𝑛 + 1) ⋅ Φ(𝑘𝑘𝑛𝑛)4 

 
⋮                                   

 
   Φ(𝑘𝑘𝑛𝑛)−2𝑗𝑗 = 𝐹𝐹𝑛𝑛.𝑗𝑗+1 + 𝑛𝑛 ⋅ 𝐹𝐹𝑛𝑛,𝑗𝑗Φ(𝑘𝑘𝑛𝑛)2    (4.9) 

                                                (𝑗𝑗 ∈ ℤ) 
 

が成立する 2)．式(4.9)の考え方を用いて，𝑛𝑛 = 1 の場合

の第1類似比に相当する黄金比に関する再帰や等角螺旋

は，フィボナッチ数列とピタゴラスの定理を組み合わせ

て図 6 に示すように図示できる．同様に， 𝑛𝑛 = 2 の場

合の白銀比に相当する第2類似比に関する再帰や等角螺

旋も，ピタゴラスの定理と直角二等辺三角形とヤコブス

タール数列によって図7が描ける 5,6)．𝑛𝑛 = 3 の場合もま

た，ピタゴラスの定理と一般化されたフィボナッチ数列

による青銅比に相当する第3類似比の再帰や等角螺旋が

図 8 のように描ける 5,7,8)．このときに，標準正規分布を

用いるのは，なぜかを本研究ノートに示していなかった

ので換言する．標準正規分布の原点から確率点までの距

離 𝑘𝑘𝑛𝑛 を正規化して１と考えるとき，確率点に基づく累

積分布関数の積分形が示す曲線の接線が，図 6 から図 8
までの確率密度の高さ 𝜙𝜙(𝑘𝑘𝑛𝑛)  に底辺の長さを１とし，

接点までの高さが 𝜙𝜙(𝑘𝑘𝑛𝑛) + 𝑘𝑘𝑛𝑛Φ(𝑘𝑘𝑛𝑛) であるから，正規

化した高さは Φ(𝑘𝑘𝑛𝑛) とする直角三角形を維持しながら

描く特性がある．このことはあまり知られていない．そ

れゆえ今回もこの特性を活用した考察を行っていること

を記しておく．実際に芸術作品に応用するときには様々

な大きさの尺度を検討する必要があるので，読者の中で

著者が正規分布にこだわり過ぎるとお感じの方は，これ

も比率の一種と解釈していただきたい． 
 一方で，𝑛𝑛 = 12 の場合は，標準正規分布の確率点が

𝑘𝑘12 = 0 に相当するので，図 6，図 7，図 8 のように描

くことができない．しかし，もしも等角螺旋が描けると

するならばどのように描けるかを図9Cに図示している 
2,4-8)．したがって，実際には図9Bのように標準正規分布

の確率密度関数の頂上に位置する一点のみが描かれる 2)． 
 特記すべき点として，𝑛𝑛 = 12 の場合の直角三角形は

特別であるためか，等角螺旋を描くときに正三角形が活

用できる．このため，図9はデザインの基準となる白金

比の活用方法として価値があると考えている．同様に，

ケプラー三角形を用いた 𝑛𝑛 = 1 の場合と，直角二等辺

三角形を用いた 𝑛𝑛 = 2 の場合も等角螺旋としてだけで

はなく，フラクタル 102-106)もしくは再帰 107-109)をイメージ

し，連なりも加えて作成した等角螺旋のデザインが図10
である 5)．補足的に，連なりを調べてみると，図11に示

す傾向がわかっている 5)．このことから，𝑛𝑛 と 𝑚𝑚𝑛𝑛 に対

応した様々な連なる組み合わせが想定できるはずである．

また，図9の正三角形の一辺の比を示す √3 は，先に述

べたように日本のデザインの世界では白金比 110)と呼ば

れて親しまれている．しかしながら，白金比は貴金属比

に含まれていないし，Googleを用いて英語名に相当する

platinum ratioで検索しても海外での活用動向は不明であ 
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図13  貴金属比の類似比に関する同じ焦点 (±1,0) を描く楕円の関係図 6-8) 

Fig .13 Geometric characterizations about similar metallic ratios related to the ellipses with the same focuses (±1,0) 6-8) 
 
 

 
図14  貴金属比の類似比による一般化されたフィボナッチ数列の一般項と行列表記 5-8) 

Fig .14 General forms and matrices of generalized Fibonacci sequences using similar metallic ratios5-8) 



 20 | 51 
 

る． 
前作の研究 2)では，貴金属比の類似比を標準正規分布

の累積分布関数と重ねて調べてきたので，類似比の 12
番目に特別な等角螺旋を見つけることができた．それが

確率点 𝑘𝑘12 = 0 の場合であるため，実際に見えること

はないが，等角螺旋の構造を決めるための直角三角形に

正三角形が必要である場合として示すことができたこと

は，連分数や多重根号でも整数値として 𝑚𝑚12 を示すこ

とができたように， 𝑚𝑚12 = 4 と 𝑚𝑚12 − 1 = 3 を用い

た 𝑛𝑛 = 12番目としての重要な意義があると思えてなら

ない．実は，原点 𝑘𝑘12 = 0 を中心とする左右対称の確

率分布の場合には 𝑛𝑛 = 12 の関係は成立するのだが，そ

の時の収束点が確率密度の頂上に収まるのは，おそらく

正規分布だけではなかろうか．そのことを考慮すると，

図 9 の正三角形と標準正規分布の確率点 0 の調和は，

台風の目のごとく穏やかな驚きを魅せてくれる． 
 

5. 貴金属比の類似比による代数螺旋の考え

方 

前作 2)では，代数螺旋（アルキメデスの螺旋）44,45)の考

案方法を示したので，その表現式のエッセンスだけを紹

介する．前作では，4 章で示した標準正規分布の特徴と

代数螺旋の関係を調べてみたところ，黄金比に関しては 
 

Φ(𝑘𝑘1)�1 + Φ(𝑘𝑘1)2 = 1 (5.1) 
 
なる特徴が見つかった 2)．したがって，この関係式は式

(2.1)と同じ黄金比を示す式に展開できる．そこで，図12
にも示した次式のように表わして， 𝑛𝑛 番目の金属比の

類似比に関する代数螺旋が，同様に描くことができるか

作成を試みながら調べてみたのが前作 2)であった．すな

わち，代数螺旋を定義するために 
 

Φ(𝑘𝑘𝑛𝑛)�1 + 𝑛𝑛 ⋅ Φ(𝑘𝑘𝑛𝑛)2 = 1 (5.2) 
 
を用いて考察している 2)．これをもとに，貴金属比の類

似比の序数 𝑛𝑛 番目の代数螺旋が， 𝑗𝑗 番目に描く代数螺

旋の原点からの長さを 
 

𝐴𝐴𝑛𝑛,𝑗𝑗 =  �1 + 𝑗𝑗 ⋅ Φ(𝑘𝑘𝑛𝑛)2   (5.3) 

 
もしくは 
 

𝐴𝐴𝑛𝑛,𝑗𝑗 = �𝐴𝐴𝑛𝑛,𝑗𝑗−1
2 + Φ(𝑘𝑘𝑛𝑛)2 (5.4) 

 
として，ピタゴラスの定理に従いながら 𝑛𝑛 番目のとき

に原点から代数螺旋までの長さが 
 

𝐴𝐴𝑛𝑛,𝑛𝑛 = �1 + 𝑛𝑛 ⋅ Φ(𝑘𝑘𝑛𝑛)2 = �𝑚𝑚𝑛𝑛 (5.5) 

 
と決まるように代数螺旋は設計できている 2)．このため，

図12Aから図12Dでは，このことがわかりやすいように

それぞれの貴金属比の類似比の序数 𝑛𝑛 に対応する箇所

の色を濃く表示して視覚化している． 
 特記すべきことは，𝑛𝑛 = 12 のときには，図 12E に示

すように確率点が 𝑘𝑘12 = 0 のため，等角螺旋の場合と

同様にその代数螺旋を描くことはできない 2)． 
 

6. ピタゴラスの定理と一般化されたフィボ

ナッチ数列を活用した貴金属比の類似比

による等角螺旋（対数螺旋）と楕円の関係 

 5 章で述べた代数螺旋は，前作でも示したように，ピ

タゴラスの定理による定義式を活用するが，幾何学的特

性には後ほど 10 章で記述する螺旋軌道 2,4)の特徴を除い

て有用なことを言及することができなかった．そこで，

螺旋の種類を代数螺旋ではなく等角螺旋（ベルヌーイの

対数螺旋に同意）47-49)に着目して一般化されたフィボナ

ッチ数列の活用を行った．そうすると，図4A1，図4B1，
図 4C1 や図 6A，図 7A，図 8A に示すように離散的な等

角螺旋の視覚化が可能となった 2,5,6)． 
 また，貴金属比の類似比の各定義式は，式(4.8)および

式(4.9)であることが，同様に図 4A1，図 4B1，図 4C1 や

図6A，図7A，図8Aからも容易に理解できる．そして，

その比率の数値の大きさが，半円の直径として図4A2，
図4B2，図4C2のとおりに示すことができ，𝑛𝑛 番目の貴

金属比の類似比の幾何学的性質が容易に把握できる6,7,8)．

このときの図 4，図 6 から図 9 までの等角螺旋と図 3 と

図4の半円の幾何学的特性を表示するために大切なこと

は，表現できる図形情報の特徴を見極めて，これらの再

帰 107-109)が効果的に活用されることである． 
換言すれば，再掲する再帰による表現式 
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Φ(𝑘𝑘𝑛𝑛)−2𝑗𝑗 = Φ(𝑘𝑘𝑛𝑛)−2𝑗𝑗+2 + 𝑛𝑛Φ(𝑘𝑘𝑛𝑛)−2𝑗𝑗+4     (6.1) 
   Φ(𝑘𝑘𝑛𝑛)−2𝑗𝑗 = 𝐹𝐹𝑛𝑛.𝑗𝑗+1 + 𝑛𝑛 ⋅ 𝐹𝐹𝑛𝑛,𝑗𝑗Φ(𝑘𝑘𝑛𝑛)2                            

𝑚𝑚𝑛𝑛
𝑗𝑗 = 𝑚𝑚𝑛𝑛

𝑗𝑗−1 + 𝑛𝑛 ⋅ 𝑚𝑚𝑛𝑛
𝑗𝑗−2,                        

                   𝑛𝑛 ∈ ℕ, 𝑗𝑗 ∈ ℤ 
 
がいかに活用できるかである 2,5,6)． 
ところで，図13Bから図13Eまでに描く図のように長

半径を �𝑚𝑚𝑛𝑛 とし，短半径を �𝑚𝑚𝑛𝑛 − 1 とする楕円は，

同じ焦点 (±1,0) を有する楕円の定義式 
 

𝑢𝑢2

�𝑚𝑚𝑛𝑛
2 +

𝑣𝑣2

�𝑚𝑚𝑛𝑛 − 1
2 = 1 (6.2) 

 
か 95-97)，もしくは 
 

(𝑢𝑢, 𝑣𝑣) �𝑚𝑚𝑛𝑛 0
0 𝑚𝑚𝑛𝑛 − 1�

−1
�𝑢𝑢𝑣𝑣� = 1 (6.3) 

 
で表わせる 111)．図13をよく見ると，図13Bで示すよう

に 𝑛𝑛 = 1 ではケプラー三角形を基準に楕円を構成し，

図 13C で示すように 𝑛𝑛 = 2 では直角二等辺三角形を構

成し，図13Eで示すように 𝑛𝑛 = 12 では，正三角形を構

成する特徴がわかる．したがって，𝑛𝑛 番目の貴金属比の

類似比 𝑚𝑚𝑛𝑛 を基準とする直角三角形と，一般化されたフ

ィボナッチ数列もしくはピタゴラスの定理が等角螺旋を

描くときに重要な役割を果たす直角三角形と同じである

ことがわかった 6-8)． 
 以上から，式(4.8)または式(6.1)をもとに，まず 
 

   Φ(𝑘𝑘𝑛𝑛)−2𝑗𝑗 = Φ(𝑘𝑘𝑛𝑛)−2𝑗𝑗+2 + 𝑛𝑛 ⋅ Φ(𝑘𝑘𝑛𝑛)−2𝑗𝑗+4   
                                                (𝑗𝑗 ∈ ℤ) (6.4) 

 
を基本にした離散型の等角螺旋を描くことができた．同

時に，式(4.9)を拡張して 
 

   Φ(𝑘𝑘𝑛𝑛)−2𝑗𝑗 = 𝐹𝐹𝑛𝑛.𝑗𝑗−𝑙𝑙Φ(𝑘𝑘𝑛𝑛)−2−2𝑙𝑙 + 𝑛𝑛 ⋅ 𝐹𝐹𝑛𝑛,𝑗𝑗−𝑙𝑙−1Φ(𝑘𝑘𝑛𝑛)2𝑙𝑙  
                                                (𝑗𝑗 ∈ ℤ, 𝑙𝑙 ∈ ℤ,𝑛𝑛 ∈ ℕ) (6.5) 

 
と表記できることを示せる．すなわち，等角螺旋が一般

化されたフィボナッチ数列の特徴に従いながら成長して

いく様子を描く定義式が示せた． 
 では，等角螺旋が縮小していくときには，どのように

描けるのだろうか．次章では，等角螺旋の縮小に活用を

想定できる負の一般化されたフィボナッチ数列について

詳細を述べ，本章で楕円がイメージできたように固有値

の対角行列を活用して，一般化されたフィボナッチ数列

の一般項を説明する． 
 

7. 負の項を含む一般化されたフィボナッチ

数列の特徴および一般項の算出方法 

一般化されたフィボナッチ数列の一般項を求める前に，

貴金属比の類似比の基本式と一般化されたフィボナッチ

数列の基本式を 
 

𝑚𝑚𝑛𝑛
2 − 𝑚𝑚𝑛𝑛 − 𝑛𝑛 = 0 (7.1) 

𝐹𝐹𝑛𝑛,0 = 0,  𝐹𝐹𝑛𝑛,1 = 1,𝐹𝐹𝑛𝑛,𝑗𝑗 = 𝐹𝐹𝑛𝑛,𝑗𝑗−1 + 𝑛𝑛 ⋅ 𝐹𝐹𝑛𝑛,𝑗𝑗−2 
                                                     (𝑛𝑛 ∈ ℕ,   𝑗𝑗 ∈ ℤ) 

 
として再掲する．ここで，図14に示すように 
 

��
𝐹𝐹𝑛𝑛,2 𝑛𝑛 ⋅ 𝐹𝐹𝑛𝑛,1
𝐹𝐹𝑛𝑛,1 𝑛𝑛 ⋅ 𝐹𝐹𝑛𝑛,0

� − 𝑚𝑚𝑛𝑛 �
1 0
0 1��                          

(7.2) 

               = ��1 1 × 𝑛𝑛
1 0 � − 𝑚𝑚𝑛𝑛 �

1 0
0 1�� 

= −𝑚𝑚𝑛𝑛(1 −𝑚𝑚𝑛𝑛) − 𝑛𝑛 
= 𝑚𝑚𝑛𝑛

2 − 𝑚𝑚𝑛𝑛 − 𝑛𝑛          
 
が得られる 5,75)ので，特性方程式（固有方程式） 
 

𝑚𝑚𝑛𝑛
2 − 𝑚𝑚𝑛𝑛 − 𝑛𝑛 = 0 (7.3) 

 
を解く．このとき，貴金属比の類似比は，𝑚𝑚𝑛𝑛 > 0 のみ

の解に注目するので 
 

𝑚𝑚𝑛𝑛 =
1
2

+
√1 + 4𝑛𝑛

2
                                             

= �
𝐹𝐹𝑛𝑛,2 + 𝑛𝑛 ⋅ 𝐹𝐹𝑛𝑛,0

2
+
𝐹𝐹𝑛𝑛,1√1 + 4𝑛𝑛

2
� (7.4) 

 
が基本の解となる．そして，もう一つの解を 
 
 

1 −𝑚𝑚𝑛𝑛 =
1
2
−
√1 + 4𝑛𝑛

2
                                                     

= �
𝐹𝐹𝑛𝑛,2 + 𝑛𝑛 ⋅ 𝐹𝐹𝑛𝑛,0

2
−
𝐹𝐹𝑛𝑛,1√1 + 4𝑛𝑛

2
� (7.5) 

 
と表記して，本研究では取り扱うことにする．特記すべ
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き点として，式(7.4)の 𝑚𝑚𝑛𝑛 と式(7.5)の 1 −𝑚𝑚𝑛𝑛  に関連

する幾何学的特徴は，幾何平均の意味をなす直角三角形

を示すことを2章で言及している．このことがわかるよ

うに視覚化した図15を例示している．図示してはいない

が，仮に 𝑛𝑛 が大きくなっていくに従い，𝑚𝑚𝑛𝑛 と 𝑚𝑚𝑛𝑛 − 1 
の比率が近づいていくことを視覚化した直角三角形を描

くならば，その三角形は直角二等辺三角形に近づいてい

く特徴を有する．そして，この図15の特徴が，固有値に

よる貴金属比の類似比に関する幾何学的構造の一つであ

る． 
 蛇足だが，この考え方を適用すると，オリジナルの貴

金属比は，高さ1の直角三角形の底辺が，𝜆𝜆(𝑛𝑛,1): 𝜆𝜆(𝑛𝑛,1) − 𝑛𝑛 
に分割される垂線を引くときの幾何平均による考え方で

描けることも明らかである． 
ところで，式(7.5)を用いて 

 
(1 −𝑚𝑚𝑛𝑛)2 = (1 −𝑚𝑚𝑛𝑛)(1 −𝑚𝑚𝑛𝑛)                                          

    = �
𝐹𝐹𝑛𝑛,2 + 𝑛𝑛 ⋅ 𝐹𝐹𝑛𝑛,0

2
−
𝐹𝐹𝑛𝑛,1√1 + 4𝑛𝑛

2
� 

⋅ �
1
2
−
√1 + 4𝑛𝑛

2
� 

                  =
𝐹𝐹𝑛𝑛,2 + 𝑛𝑛 ⋅ 𝐹𝐹𝑛𝑛,0 + 𝐹𝐹𝑛𝑛,1 + 4𝑛𝑛𝐹𝐹𝑛𝑛,1

4

−
(𝐹𝐹𝑛𝑛,2 + 𝑛𝑛 ⋅ 𝐹𝐹𝑛𝑛,0 + 𝐹𝐹𝑛𝑛,1)√1 + 4𝑛𝑛

4
 

    =
2𝐹𝐹𝑛𝑛,2 + 4𝑛𝑛𝐹𝐹𝑛𝑛,1

4
−

2𝐹𝐹𝑛𝑛,2√1 + 4𝑛𝑛
4

 

=
𝐹𝐹𝑛𝑛,3 + 𝑛𝑛𝐹𝐹𝑛𝑛,1

2
−
𝐹𝐹𝑛𝑛,2√1 + 4𝑛𝑛

2
  (7.6) 

 
と表わせることから，同様に 
 
(1 −𝑚𝑚𝑛𝑛)𝑗𝑗+1 = (1 −𝑚𝑚𝑛𝑛)𝑗𝑗(1 −𝑚𝑚𝑛𝑛)                                    

                    = �
𝐹𝐹𝑛𝑛,𝑗𝑗+1 + 𝑛𝑛 ⋅ 𝐹𝐹𝑛𝑛,𝑗𝑗−1

2
−
𝐹𝐹𝑛𝑛,𝑗𝑗√1 + 4𝑛𝑛

2
� 

⋅ �
1
2
−
√1 + 4𝑛𝑛

2
� 

                          =
𝐹𝐹𝑛𝑛,𝑗𝑗+1 + 𝑛𝑛 ⋅ 𝐹𝐹𝑛𝑛,𝑗𝑗−1 + 𝐹𝐹𝑛𝑛,𝑗𝑗 + 4𝑛𝑛𝐹𝐹𝑛𝑛,𝑗𝑗

4

−
(𝐹𝐹𝑛𝑛,𝑗𝑗+1 + 𝑛𝑛 ⋅ 𝐹𝐹𝑛𝑛,𝑗𝑗−1 + 𝐹𝐹𝑛𝑛,𝑗𝑗)√1 + 4𝑛𝑛

4
 

                   =
2𝐹𝐹𝑛𝑛,𝑗𝑗+1 + 4𝑛𝑛𝐹𝐹𝑛𝑛,𝑗𝑗

4
−

2𝐹𝐹𝑛𝑛,𝑗𝑗+1√1 + 4𝑛𝑛
4

 

                      =
𝐹𝐹𝑛𝑛,𝑗𝑗+2 + 𝑛𝑛𝐹𝐹𝑛𝑛,𝑗𝑗

2
−
𝐹𝐹𝑛𝑛,𝑗𝑗+1√1 + 4𝑛𝑛

2
(7.7) 

 
を導くことができる．この関係式は 
 

𝑚𝑚𝑛𝑛
𝑗𝑗+1 = 𝑚𝑚𝑛𝑛

𝑗𝑗𝑚𝑚𝑛𝑛                                             

                       = �
𝐹𝐹𝑛𝑛,𝑗𝑗+1 + 𝑛𝑛 ⋅ 𝐹𝐹𝑛𝑛,𝑗𝑗−1

2
+
𝐹𝐹𝑛𝑛,𝑗𝑗√1 + 4𝑛𝑛

2
� 

⋅ �
1
2

+
√1 + 4𝑛𝑛

2
� 

                            =
𝐹𝐹𝑛𝑛,𝑗𝑗+1 + 𝑛𝑛 ⋅ 𝐹𝐹𝑛𝑛,𝑗𝑗−1 + 𝐹𝐹𝑛𝑛,𝑗𝑗 + 4𝑛𝑛𝐹𝐹𝑛𝑛,𝑗𝑗

4

+
(𝐹𝐹𝑛𝑛,𝑗𝑗+1 + 𝑛𝑛 ⋅ 𝐹𝐹𝑛𝑛,𝑗𝑗−1 + 𝐹𝐹𝑛𝑛,𝑗𝑗)√1 + 4𝑛𝑛

4
 

                         =
2𝐹𝐹𝑛𝑛,𝑗𝑗+1 + 4𝑛𝑛𝐹𝐹𝑛𝑛,𝑗𝑗

4
+

2𝐹𝐹𝑛𝑛,𝑗𝑗+1√1 + 4𝑛𝑛
4

 

                            =
𝐹𝐹𝑛𝑛,𝑗𝑗+2 + 𝑛𝑛𝐹𝐹𝑛𝑛,𝑗𝑗

2
+
𝐹𝐹𝑛𝑛,𝑗𝑗+1√1 + 4𝑛𝑛

2
(7.8) 

 
でも成立する．また， 
 

��
𝐹𝐹𝑛𝑛,𝑗𝑗+1 𝑛𝑛 ⋅ 𝐹𝐹𝑛𝑛,𝑗𝑗
𝐹𝐹𝑛𝑛,𝑗𝑗 𝑛𝑛 ⋅ 𝐹𝐹𝑛𝑛,𝑗𝑗−1

� − 𝑚𝑚𝑛𝑛
𝑗𝑗 �1 0

0 1��
(7.9) 

         = �𝐹𝐹𝑛𝑛,𝑗𝑗+1 − 𝑚𝑚𝑛𝑛
𝑗𝑗 ��𝑛𝑛 ⋅ 𝐹𝐹𝑛𝑛,𝑗𝑗−1 − 𝑚𝑚𝑛𝑛

𝑗𝑗 � − 𝑛𝑛 ⋅ 𝐹𝐹𝑛𝑛,𝑗𝑗
2  

        = 𝑚𝑚𝑛𝑛
2𝑗𝑗 − �𝐹𝐹𝑛𝑛,𝑗𝑗+1 + 𝑛𝑛 ⋅ 𝐹𝐹𝑛𝑛,𝑗𝑗−1�𝑚𝑚𝑛𝑛

𝑗𝑗 − 𝑛𝑛 ⋅ 𝐹𝐹𝑛𝑛,𝑗𝑗
2    

       = 0                                                                          
 
であるから，その固有値を用いて，式(7.6)と式(7.7)を参

考に 
 

        𝑚𝑚𝑛𝑛
𝑗𝑗 = �

𝐹𝐹𝑛𝑛,𝑗𝑗+1 + 𝑛𝑛 ⋅ 𝐹𝐹𝑛𝑛,𝑗𝑗−1

2
+
𝐹𝐹𝑛𝑛,𝑗𝑗√1 + 4𝑛𝑛

2
� (7.10) 

(1 −𝑚𝑚𝑛𝑛)𝑗𝑗 = �
𝐹𝐹𝑛𝑛,𝑗𝑗+1 + 𝑛𝑛 ⋅ 𝐹𝐹𝑛𝑛,𝑗𝑗−1

2
−
𝐹𝐹𝑛𝑛,𝑗𝑗√1 + 4𝑛𝑛

2
�             

 (7.11) 
 
と記述できるはずである．一般には，黄金比の定義式に

関する多くの文献でも，ビネ（Binet）の公式 112,113)を推奨

し，フィボナッチ行列の対角化の性質を用いた解法が解

説されている．したがって，その一つとして Kalman と

Mena の論文 75)にも掲載されているように，本章でこれ

から述べる一般化されたフィボナッチ数列の一般項でも

問題なく示せることを確認する． 
ところで，式(7.4)と式(7.5)，もしくは式(7.10)と式(7.11)

を用いるときに，図14に示されるビネの公式 
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図15  貴金属比の類似比の固有値による幾何平均を基準とした直角三角形 4-6) 

Fig .15 Geometric relations about similar metallic ratios  
using these right triangles based on geometric means related to these eigen values4-6) 

 
 

 
図16  パスカルの三角形を応用したフィボナッチ数列とヤコブスタール数列の視覚化 6-8) 

Fig .16 Visualizations of Fibonacci sequences and Jacobsthal sequences using Pascal’s triangles6-8) 
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𝐹𝐹𝑛𝑛,𝑗𝑗 =
𝑚𝑚𝑛𝑛

𝑗𝑗 − (1 −𝑚𝑚𝑛𝑛)𝑗𝑗

√1 + 4𝑛𝑛
=
𝑚𝑚𝑛𝑛

𝑗𝑗 − (1 −𝑚𝑚𝑛𝑛)𝑗𝑗

𝑚𝑚𝑛𝑛 − (1 −𝑚𝑚𝑛𝑛)
(7.12) 

 
が容易に説明できる 5)．この性質を活かして，𝑗𝑗 = 1,2,⋯ 
のもとで正の一般化されたフィボナッチ数列 
 

𝐹𝐹𝑛𝑛,𝑗𝑗 =
𝑚𝑚𝑛𝑛

𝑗𝑗 − (1 −𝑚𝑚𝑛𝑛)𝑗𝑗

𝑚𝑚𝑛𝑛 − (1 −𝑚𝑚𝑛𝑛) = �𝑚𝑚𝑛𝑛
𝑙𝑙 (1 −𝑚𝑚𝑛𝑛)𝑗𝑗−1−𝑙𝑙

𝑗𝑗−1

𝑙𝑙=0

(7.13) 

 
と，負の一般化されたフィボナッチ数列 
 

𝐹𝐹𝑛𝑛,−𝑗𝑗 =
𝑚𝑚𝑛𝑛
−𝑗𝑗 − (1 −𝑚𝑚𝑛𝑛)−𝑗𝑗

√1 + 4𝑛𝑛
                          

=
−𝑚𝑚𝑛𝑛

𝑗𝑗 + (1 −𝑚𝑚𝑛𝑛)𝑗𝑗

𝑚𝑚𝑛𝑛
𝑗𝑗 (1 −𝑚𝑚𝑛𝑛)𝑗𝑗√1 + 4𝑛𝑛

        

= −�−
1
𝑛𝑛
�
𝑗𝑗 𝑚𝑚𝑛𝑛

𝑗𝑗 − (1 −𝑚𝑚𝑛𝑛)𝑗𝑗

𝑚𝑚𝑛𝑛 − (1 −𝑚𝑚𝑛𝑛)

       = −�−
1
𝑛𝑛
�
𝑗𝑗

𝐹𝐹𝑛𝑛,𝑗𝑗 , 𝑗𝑗 = 1,2,⋯  (7.14)

 

 
をそれぞれ定義できる 5-8)．また，負の一般化されたフィ

ボナッチ数列は 
 

𝐹𝐹𝑛𝑛,−𝑗𝑗 =
𝐹𝐹𝑛𝑛,−𝑗𝑗+2 − 𝐹𝐹𝑛𝑛,−𝑗𝑗+1

𝑛𝑛
,    (𝑗𝑗 = 0,1,  2,  ⋯ ) (7.15) 

 
でも求まるため，式(7.15)を再帰しながら式(7.14)の 
(1/𝑛𝑛) のべき乗の効果が連想できる 7,8)． 
 ここで，式(3.8)の 
 

�
𝐹𝐹𝑛𝑛,0 𝑛𝑛 ⋅ 𝐹𝐹𝑛𝑛,−1
𝐹𝐹𝑛𝑛.−1 𝑛𝑛 ⋅ 𝐹𝐹𝑛𝑛,−2

� = �1 𝑛𝑛
1 0�

−1
            

                            = �
0     1
1
𝑛𝑛

−
1
𝑛𝑛
�  (7.16) 

 
を再掲し，式(7.16)を用いるならば負の一般化されたフィ

ボナッチ数列による行列 
 

�
𝐹𝐹𝑛𝑛,−𝑗𝑗+1 𝑛𝑛 ⋅ 𝐹𝐹𝑛𝑛,−𝑗𝑗
𝐹𝐹𝑛𝑛.−𝑗𝑗 𝑛𝑛 ⋅ 𝐹𝐹𝑛𝑛,−𝑗𝑗−1

� = �1 𝑛𝑛
1 0�

−𝑗𝑗
                  

                                          = �
0     1
1
𝑛𝑛

−
1
𝑛𝑛
�
𝑗𝑗

(7.17) 

 
を活用できる．したがって，負の一般化されたフィボナ

ッチ数列は 
 

�
𝐹𝐹𝑛𝑛,−𝑗𝑗+1
𝐹𝐹𝑛𝑛,−𝑗𝑗

� = �1     𝑛𝑛
1     0�

−𝑗𝑗
�
𝐹𝐹𝑛𝑛,1
𝐹𝐹𝑛𝑛,0

�

                  = �
0     1
1
𝑛𝑛

−
1
𝑛𝑛
�
𝑗𝑗

�
𝐹𝐹𝑛𝑛,1
𝐹𝐹𝑛𝑛,0

�

              = �
0     1
1
𝑛𝑛

−
1
𝑛𝑛
�
𝑗𝑗

�1
0� (7.18)

 

 
より求めることができる 7,8)．式(7.18)を用いて負の一般

化されたフィボナッチ数列を生成して，ピタゴラスの定

理を組み合わせるならば，縮小していく貴金属比の類似

比による等角螺旋も描くことが可能である． 
以上について，下記の固有値を用いた解法を用いるこ

とができる．まず，一般化されたフィボナッチ行列の記

号を改めて 
 

𝐅𝐅𝑛𝑛 = �1 𝑛𝑛
1 0�

(7.19) 

 
と記すとき，その特性方程式（固有方程式）は式(7.3)よ
り，二つの解 𝑚𝑚𝑛𝑛 と 1 −𝑚𝑚𝑛𝑛 が得られる．まず， 𝑚𝑚𝑛𝑛 を
用いた連立方程式 
 

�1 −𝑚𝑚𝑛𝑛 𝑛𝑛
1 −𝑚𝑚𝑛𝑛

� �
𝑥𝑥
𝑦𝑦� = �0

0�
(7.20) 

 
とおいて，𝑦𝑦 を消去して 
 

(𝑚𝑚𝑛𝑛
2 − 𝑚𝑚𝑛𝑛 − 𝑛𝑛)𝑥𝑥 = 0 (7.21) 

 
が求まるが，カッコ内が 0 なので，任意の 0 でない 𝑡𝑡 
を用いて，𝑥𝑥 = 𝑡𝑡 とおくとき，𝑦𝑦 = 𝑡𝑡/𝑚𝑚𝑛𝑛 が見積もられ

る．そこで，その固有ベクトルを 
 

�
𝑥𝑥
𝑦𝑦� = �

𝑡𝑡
𝑡𝑡
𝑚𝑚𝑛𝑛

� = 𝑡𝑡 �
1
1
𝑚𝑚𝑛𝑛

� (7.22) 
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が得られる．同様に，1 −𝑚𝑚𝑛𝑛 を用いた連立方程式 
 

�
1 − (1 −𝑚𝑚𝑛𝑛) 𝑛𝑛

1 −(1 −𝑚𝑚𝑛𝑛)� �
𝑥𝑥
𝑦𝑦� = �0

0�
(7.23) 

 
からも，その固有ベクトル 
 

�
𝑥𝑥
𝑦𝑦� = �

𝑡𝑡
𝑡𝑡

1 −𝑚𝑚𝑛𝑛

� = 𝑡𝑡 �
1
1

1 −𝑚𝑚𝑛𝑛

� (7.24) 

 
が得られる．そこで，𝑡𝑡 = 1 とおいた二つの固有ベクト

ルを用いて 
 

𝐏𝐏 = �
1 1
1
𝑚𝑚𝑛𝑛

1
1 −𝑚𝑚𝑛𝑛

� (7.25) 

 
と行列表記したとき，𝐏𝐏 の逆行列は 
 

𝐏𝐏−1 =
1

1
1 −𝑚𝑚𝑛𝑛

− 1
𝑚𝑚𝑛𝑛 ⎝

⎛

1
1 −𝑚𝑚𝑛𝑛

−1

−
1
𝑚𝑚𝑛𝑛

1 ⎠

⎞             

=
−𝑛𝑛

𝑚𝑚𝑛𝑛 − (1 −𝑚𝑚𝑛𝑛)
⎝

⎛

1
1 −𝑚𝑚𝑛𝑛

−1

−
1
𝑚𝑚𝑛𝑛

1 ⎠

⎞ (7.26)

 

 
が求まる．したがって，固有値の対角行列は 
 

𝚲𝚲 = 𝐏𝐏−1𝐅𝐅𝑛𝑛𝐏𝐏 = �𝑚𝑚𝑛𝑛 0
0 1 −𝑚𝑚𝑛𝑛

� (7.27) 

 
であるので 
 

𝚲𝚲𝑛𝑛
𝑗𝑗 = �𝑚𝑚𝑛𝑛 0

0 1 −𝑚𝑚𝑛𝑛
�
𝑗𝑗
            

= �𝑚𝑚𝑛𝑛
𝑗𝑗 0

0 (1 −𝑚𝑚𝑛𝑛)𝑗𝑗
� 

= (𝐏𝐏−1𝐅𝐅𝑛𝑛𝐏𝐏)𝑗𝑗                 
= 𝐏𝐏−1𝐅𝐅𝑛𝑛

𝑗𝑗𝐏𝐏                     (7.28) 
 
より 
 

𝐅𝐅𝑛𝑛
𝑗𝑗 = �1 𝑛𝑛

1 0�
𝑗𝑗

                                                               (7.29) 

       = 𝐏𝐏𝚲𝚲𝑛𝑛
𝑗𝑗 𝐏𝐏−1 

       =
−𝑛𝑛

𝑚𝑚𝑛𝑛 − (1 −𝑚𝑚𝑛𝑛)�
1 1
1
𝑚𝑚𝑛𝑛

1
1 −𝑚𝑚𝑛𝑛

� 

⋅ �𝑚𝑚𝑛𝑛
𝑗𝑗 0

0 (1 −𝑚𝑚𝑛𝑛)𝑗𝑗
�

⎝

⎛

1
1 −𝑚𝑚𝑛𝑛

−1

−
1
𝑚𝑚𝑛𝑛

1 ⎠

⎞  

         =
−𝑛𝑛

𝑚𝑚𝑛𝑛 − (1 −𝑚𝑚𝑛𝑛) 

⋅ �
𝑚𝑚𝑛𝑛

𝑗𝑗 (1 −𝑚𝑚𝑛𝑛)𝑗𝑗

𝑚𝑚𝑛𝑛
𝑗𝑗−1 (1 −𝑚𝑚𝑛𝑛)𝑗𝑗−1

�

⎝

⎛

1
1 −𝑚𝑚𝑛𝑛

−1

−
1
𝑚𝑚𝑛𝑛

1 ⎠

⎞ 

          =
−𝑛𝑛

𝑚𝑚𝑛𝑛 − (1 −𝑚𝑚𝑛𝑛) 

⋅

⎝

⎜
⎛

𝑚𝑚𝑛𝑛
𝑗𝑗

1 −𝑚𝑚𝑛𝑛
−

(1 −𝑚𝑚𝑛𝑛)𝑗𝑗

𝑚𝑚𝑛𝑛
−𝑚𝑚𝑛𝑛

𝑗𝑗 + (1 −𝑚𝑚𝑛𝑛)𝑗𝑗

𝑚𝑚𝑛𝑛
𝑗𝑗−1

1 −𝑚𝑚𝑛𝑛
−

(1 −𝑚𝑚𝑛𝑛)𝑗𝑗−1

𝑚𝑚𝑛𝑛
−𝑚𝑚𝑛𝑛

−𝑗𝑗−1 + (1 −𝑚𝑚𝑛𝑛)𝑗𝑗−1
⎠

⎟
⎞

 

          =
−𝑛𝑛

𝑚𝑚𝑛𝑛 − (1 −𝑚𝑚𝑛𝑛) 

⋅

⎝

⎜
⎛
𝑚𝑚𝑛𝑛

𝑗𝑗+1 − (1 −𝑚𝑚𝑛𝑛)𝑗𝑗+1

−𝑛𝑛
−𝑚𝑚𝑛𝑛

𝑗𝑗 + (1 −𝑚𝑚𝑛𝑛)𝑗𝑗

𝑚𝑚𝑛𝑛
𝑗𝑗 − (1 −𝑚𝑚𝑛𝑛)𝑗𝑗

−𝑛𝑛
−𝑚𝑚𝑛𝑛

−𝑗𝑗−1 + (1 −𝑚𝑚𝑛𝑛)𝑗𝑗−1
⎠

⎟
⎞

 

=

⎝

⎜
⎛
𝑚𝑚𝑛𝑛

𝑗𝑗+1 − (1 −𝑚𝑚𝑛𝑛)𝑗𝑗+1

𝑚𝑚𝑛𝑛 − (1 −𝑚𝑚𝑛𝑛) 𝑛𝑛 ⋅
𝑚𝑚𝑛𝑛

𝑗𝑗 − (1 −𝑚𝑚𝑛𝑛)𝑗𝑗

𝑚𝑚𝑛𝑛 − (1 −𝑚𝑚𝑛𝑛)
𝑚𝑚𝑛𝑛

𝑗𝑗 − (1 −𝑚𝑚𝑛𝑛)𝑗𝑗

𝑚𝑚𝑛𝑛 − (1 −𝑚𝑚𝑛𝑛) 𝑛𝑛 ⋅
𝑚𝑚𝑛𝑛

𝑗𝑗−1 − (1 −𝑚𝑚𝑛𝑛)𝑗𝑗−1

𝑚𝑚𝑛𝑛 − (1 −𝑚𝑚𝑛𝑛) ⎠

⎟
⎞

 

        = �
𝐹𝐹𝑛𝑛,𝑗𝑗+1 𝑛𝑛 ⋅ 𝐹𝐹𝑛𝑛,𝑗𝑗
𝐹𝐹𝑛𝑛,𝑗𝑗 𝑛𝑛 ⋅ 𝐹𝐹𝑛𝑛,𝑗𝑗−1

� , 𝑗𝑗 ∈ ℤ 

 
が成立する．このとき，式(7.29)で導かれた解を示す行列

の各要素はビネの公式が成立している24,114)．したがって，

一般化されたフィボナッチ数列の行列形式 
 

�
𝐹𝐹𝑛𝑛.𝑗𝑗+1
𝐹𝐹𝑛𝑛.𝑗𝑗

� = �
𝐹𝐹𝑛𝑛,𝑗𝑗+1 𝑛𝑛 ⋅ 𝐹𝐹𝑛𝑛,𝑗𝑗
𝐹𝐹𝑛𝑛,𝑗𝑗 𝑛𝑛 ⋅ 𝐹𝐹𝑛𝑛,𝑗𝑗−1

� �1
0�

(7.30) 

 
および 
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�
𝐹𝐹𝑛𝑛.𝑗𝑗+2
𝐹𝐹𝑛𝑛.𝑗𝑗+1

� = �
𝐹𝐹𝑛𝑛,𝑗𝑗+1 𝑛𝑛 ⋅ 𝐹𝐹𝑛𝑛,𝑗𝑗
𝐹𝐹𝑛𝑛,𝑗𝑗 𝑛𝑛 ⋅ 𝐹𝐹𝑛𝑛,𝑗𝑗−1

� �1
1�

(7.31) 

 
が活用できる 5)． 
 以上をもとに，具体的に算出される一般化されたフィ

ボナッチ数を表4に示しておく2)．特記すべき点として，

表 4 の 𝑛𝑛 = 1 の場合はフィボナッチ数 112,113)を算出し，

𝑛𝑛 = 2 の場合はヤコブスタール数 115)を算出しているこ

とを強調しておきたい． 
 補足として，以上までの展開で本研究に用いた一般化

されたフィボナッチ数列の展開を確認してきたが，式

(3.1)に従うKalmanとMenaによる一般化されたフィボナ

ッチ数列 75)でも同様に成り立つことが確認されており，

本研究で明らかにしたことを加えれば， 
 

    𝐹𝐹(𝑎𝑎,𝑏𝑏),𝑗𝑗 =
1

√𝑎𝑎2 + 4𝑏𝑏
��

𝑎𝑎 + √𝑎𝑎2 + 4𝑏𝑏
2

�
𝑗𝑗

+ �
𝑎𝑎 − √𝑎𝑎2 + 4𝑏𝑏 

2
�
𝑗𝑗

� 

                  =
�𝜆𝜆(𝑎𝑎,𝑏𝑏)

𝑗𝑗 − �𝑎𝑎 − 𝜆𝜆(𝑎𝑎,𝑏𝑏)�
𝑗𝑗�

𝜆𝜆(𝑎𝑎,𝑏𝑏) − �𝑎𝑎 − 𝜆𝜆(𝑎𝑎,𝑏𝑏)�
 

                  = �𝜆𝜆(𝑎𝑎,𝑏𝑏)
𝑙𝑙�𝑎𝑎 − 𝜆𝜆(𝑎𝑎,𝑏𝑏)�

𝑗𝑗−1−𝑙𝑙
𝑗𝑗−1

𝑙𝑙=0

 

        = 𝜆𝜆(𝑎𝑎,𝑏𝑏)𝐹𝐹(𝑎𝑎,𝑏𝑏),𝑗𝑗−1 + �𝑎𝑎 − 𝜆𝜆(𝑎𝑎,𝑏𝑏)�
𝑗𝑗−1 (7.32) 

 
も導出できることがわかっている．読者は，適切な 𝑎𝑎 と 
𝑏𝑏 の数値を設定して，Microsoft Excel®のセルに入力しな

がら 𝐹𝐹(𝑎𝑎,𝑏𝑏),𝑗𝑗 の値を容易に計算できる． 
 

8. 二項定理を用いた一般化されたフィボナ

ッチ数列の一般項の表記法と多項式表記 

7 章では一般化されたフィボナッチ数列の一般項を示

した．本章では二項定理を用いるときに，一般項はどの

ように表記できるかをパスカルの三角形を応用しながら

考えてみたい． 
 まず，オリジナルのフィボナッチ数列について，リュ

カ（Lucas）77,78)による定義式，もしくは日本では細矢の

三角形 69)で有名な細矢の文献52)でも記される 
 

𝐹𝐹1,𝑗𝑗+1 = ��𝑗𝑗 − 𝑙𝑙
𝑙𝑙
� , (𝑗𝑗 = 1,2,⋯ )

�𝑗𝑗2�

𝑙𝑙=0

(8.1) 

 

表4  本研究で取り扱う一般化されたフィボナッチ数（𝑛𝑛 = 1はフィボナッチ数，𝑛𝑛 = 2はヤコブスタール数）2) 
Table 4 Numerical illustrations of generalized Fibonacci numbers (Case 𝑛𝑛 = 1: Fibonacci numbers, 𝑛𝑛 = 2: Jacobsthal numbers) 2) 

𝑗𝑗     
𝑛𝑛 

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

1 0 1 1 2 3 5 8 13 21 34 55 
2 0 1 1 3 5 11 21 43 85 171 341 
3 0 1 1 4 7 19 40 97 217 508 1159 
4 0 1 1 5 9 29 65 181 441 1165 2929 
5 0 1 1 6 11 41 96 301 781 2286 6191 
6 0 1 1 7 13 55 133 463 1261 4039 11605 
7 0 1 1 8 15 71 176 673 1905 6616 19951 
8 0 1 1 9 17 89 225 937 2737 10233 32129 
9 0 1 1 10 19 109 280 1261 3781 15130 49159 
10 0 1 1 11 21 131 341 1651 5061 21571 72181 
11 0 1 1 12 23 155 408 2113 6601 29844 102455 
12 0 1 1 13 25 181 481 2653 8425 40261 141361 
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図17  パスカルの三角形を応用したフィボナッチ数列とヤコブスタール数列の重み付け桁ずらし算 6-8) 

Fig .17 Weighted digit shifts of Fibonacci sequences and Jacobsthal sequences using Pascal’s triangles6-8) 
 
 

 
図18  パスカルの三角形を応用した一般化されたフィボナッチ数列の視覚化 6-8) 

Fig .18 Visualizations of generalized Fibonacci sequences using Pascal’s triangles6-8) 
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図19  パスカルの三角形を応用した二項定理と連分数の関連図 7,8) 

Fig .19 Relations about continued fractions of similar metallic ratios and applied Pascal’s triangles7,8) 
 
 

 
図20  パスカルの三角形を応用した負の一般化されたフィボナッチ数列の視覚化 7,8) 
Fig .20 Visualizations of negative generalized Fibonacci sequences using Pascal’s triangles7,8) 
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表 5  2 変量フィボナッチ多項式の例 70) 
Table 5 Illustrations of bivariate  

Fibonacci polynomials70) 
𝑗𝑗 Polynomials of 𝐹𝐹(𝑎𝑎,𝑏𝑏) 
1    1 
2    𝑎𝑎𝑏𝑏 
3    𝑎𝑎2 + 𝑏𝑏 
4    𝑎𝑎3 + 2𝑎𝑎𝑏𝑏 
5   𝑎𝑎4 + 3𝑎𝑎2𝑏𝑏 + 𝑏𝑏2 
6   𝑎𝑎5 + 4𝑎𝑎3𝑏𝑏 + 3𝑎𝑎𝑏𝑏2 
7  𝑎𝑎6 + 5𝑎𝑎4𝑏𝑏 + 6𝑎𝑎2𝑏𝑏2 + 𝑏𝑏3 

 
表 6  ヤコブスタール多項式の例 70) 

Table 6 Illustrations of Jacobsthal polynomials70) 
𝑗𝑗 Polynomials of 𝐹𝐹(1,𝑛𝑛) 
1    1 
2    𝑛𝑛 
3    1 + 𝑛𝑛 
4    1 + 2𝑛𝑛 
5   1 + 3𝑛𝑛 + 𝑛𝑛2 
6   1 + 4𝑛𝑛 + 3𝑛𝑛2 
7  1 + 5𝑛𝑛 + 6𝑛𝑛2 + 𝑛𝑛3 

 
 
を紹介する．ここで，式(8.1)で用いた 
 

�𝑗𝑗 − 𝑙𝑙
𝑙𝑙
� =

(𝑗𝑗 − 𝑙𝑙)!
𝑙𝑙! (𝑗𝑗 − 2𝑙𝑙)!

(8.2) 

 
は組み合わせを意味する．また，⌊𝑗𝑗/2⌋はガウス記号

と同意の床関数 116)を用いて得られる整数値で小数

部は削除される． 
式(8.1)は図16Aと図16Bに示すようにパスカルの

三角形の特徴を見事に応用している．したがって，

式(8.1)は広く活用されている．パスカルの三角形を

利用する考え方は，図 17B に示すように桁をずらす

計算方法で取り扱える 114,117)．これをもとに図 17C
や図 17D のように 𝑛𝑛 倍の重み付けを行う拡張とし

て考えてみるとパスカルの三角形の応用を一般化

されたフィボナッチ数列にも適用して考えること

ができる．この考え方を用いるならば，一般化され

たフィボナッチ数列は，図 18A に示すように 
(1 + 𝑛𝑛)𝑥𝑥  の二項定理を展開したパスカルの三角形

の応用を用いてリュカの定義式を拡張する形式と

して 
 

𝐹𝐹𝑛𝑛,𝑗𝑗+1 = ��𝑗𝑗 − 𝑙𝑙
𝑙𝑙
� ⋅ 𝑛𝑛𝑙𝑙 , (𝑗𝑗 = 0,1,2,⋯ )

�𝑗𝑗2�

𝑙𝑙=0

(8.3) 

 
を容易に表わすことができる 77)．この式は図 16C
のヤコブスタール数列や，図 18A に示す一般化され

たフィボナッチ数列の計算にも役立つことが知ら

れている 70,77)．一方で，パスカルの三角形を応用し

た結果，これらの考え方と別に図 19A に示す連分数

の展開やその分母を1とおいて分母と分子を調べて

いくときに，図 19B のような展開が可能であること

がわかる 7,8)．さらに，図 20 に示すように式(7.14)
も考慮すると，負の一般化されたフィボナッチ数列

は 
 

𝐹𝐹𝑛𝑛,−(𝑗𝑗+1) = −�−
1
𝑛𝑛
�
𝑗𝑗+1

𝐹𝐹𝑛𝑛,𝑗𝑗+1                                   

= −�−
1
𝑛𝑛
�
𝑗𝑗+1

��𝑗𝑗 − 𝑙𝑙
𝑙𝑙
� ⋅ 𝑛𝑛𝑙𝑙 ,

�𝑗𝑗2�

𝑙𝑙=0
                                        (𝑗𝑗 = 1,2,⋯ ) (8.4)

 

 
と表記できる 7,8)． 
 ここで，式(8.1)と式(8.3)についてフィボナッチ多

項式を用いて考察する．次の式の二項定理 
 

(𝑎𝑎 + 𝑏𝑏)𝑗𝑗 = �� 𝑗𝑗𝑙𝑙 � 𝑎𝑎
𝑙𝑙𝑏𝑏𝑗𝑗−𝑙𝑙

𝑗𝑗

𝑙𝑙=0

(8.5) 

 
を図 18A のように例示できる．すなわち，パスカル

の三角形を応用した展開図を想定するとき，そのフ

ィボナッチ多項式 𝐹𝐹(𝑎𝑎,𝑏𝑏) は表 5 のように示すこと

ができる 70,77)． 
 このとき，表 5 のフィボナッチ多項式について，

𝑎𝑎 = 𝑛𝑛，𝑏𝑏 = 1 とおくとき，貴金属比に従うペル数

列の拡張として発展してきた一般化されたフィボ

ナッチ数列と一致することがわかる 7,8)．逆に 𝑎𝑎 =
1，𝑏𝑏 = 𝑛𝑛 とおくとき，表 6 のように貴金属比の類

似比に従う一般化されたフィボナッチ数列と一致 
したヤコブスタール多項式が得られることがわかる．す

なわち，式(8.3)はヤコブスタール多項式を示している 7,8)． 
このため，表5で示す 𝑎𝑎 と 𝑏𝑏 の2変量によるフィボ
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ナッチ多項式は，式(8.1)と式(8.3)と同様に 
 

𝐹𝐹(𝑎𝑎,𝑏𝑏),𝑗𝑗+1 = ��𝑗𝑗 − 𝑙𝑙
𝑙𝑙
� ⋅ 𝑎𝑎𝑗𝑗−2𝑙𝑙𝑏𝑏𝑙𝑙,

�𝑗𝑗2�

𝑙𝑙=0

 (𝑗𝑗 = 0,1,2,⋯ ) (8.6) 

 
と表わすことができる 70,77))． 
以上のように，一般化されたフィボナッチ数列を表記

するヤコブスタール多項式は，図19Aに示すように連分

数を作成する手順からも表わすことができ，図19Bに示

すように分母にあえて1を代入して計算を操作すると，

ヤコブスタール多項式を示す表6の結果が順番に得られ

るので活用できる．したがって，パスカルの三角形を応

用した活用方法は，一般化されたフィボナッチ多項式の

視覚化にもかなり効果的である． 
 同様の結果より，式(8.3)で示した負のフィボナッチ数

列に関してもパスカルの三角形を応用した図 20 の視覚

化が，その活用でも同様の効果を発揮する．今のところ，

図20を示す文献が見つからないので，読者には負の一般

化されたフィボナッチ数列の視覚化の一例として役立て

ていただきたい． 
次章では，パスカルの三角形による視覚化を同様

に応用しながらガウス平面上で貴金属比の類似比

に関連する等角螺旋を描く方法を提案および解説

し，その考察を行う． 
 

9. ガウス平面上で二項定理を用いた貴金属

比の類似比に関する等角螺旋の表記法 

8 章では一般化されたフィボナッチ数列の一般項に二

項定理とパスカルの三角形を用いた考察を行った．本章

でも二項定理を用いるときに，等角螺旋はどのように描

くことができるかを考えてみたい．対数螺旋（等角螺旋）

を描く主な先行研究では，デカルトやベルヌーイの対数

螺旋 47,48)が起源で，Fonda118)による円を基準に拡大と縮小

を考えること， Anatriello と Vincenzi119)，Parodi120)，

Yuenger121)による90度の角度を基準にと，Yuenger121)，吉

田 122)の一回転を分割するかあるいは多角形を基準に考

察することがおおよその基本のようである．このため，

Kepler 三角形および本研究で紹介した直角三角形は，本

来は慣例として原点に直角部分を重ね合わせて，90度ご

とに描くことが基本であるらしい． 
これらと対比して，本章では円の回転に指数型の関数

を用いて拡大および縮小する考え方に変わりはないが，

前章までで貴金属比の類似比をピタゴラスの定理や一般

化されたフィボナッチ数列や二項定理を用いて提案した

活用方法を活かしたい．そこで，ガウス平面上で次のこ

とを考えてみたい． 
まず，対象とする複素数 𝑧𝑧𝑛𝑛 を考えるために，虚数を 

𝑖𝑖 と表記して 
 

|𝑧𝑧𝑛𝑛|2 = 𝑧𝑧𝑛𝑛 ⋅ 𝑧𝑧�̅�𝑛 = �𝑚𝑚𝑛𝑛
2

= 𝑚𝑚𝑛𝑛 = 1 + 𝑛𝑛Φ(𝑘𝑘𝑛𝑛)2 

 (9.1) 
 
を設定する 5-8)．すなわち，ここで等角螺旋を描くための

複素数は 
 

𝑧𝑧𝑛𝑛 = 1 + 𝑖𝑖√𝑛𝑛Φ(𝑘𝑘𝑛𝑛) (9.2) 
 
と表記して用いることにする．また，その逆数は 
 

𝑧𝑧𝑛𝑛−1 =
𝑧𝑧�̅�𝑛   

|𝑧𝑧𝑛𝑛|2
=

1 − 𝑖𝑖√𝑛𝑛Φ(𝑘𝑘𝑛𝑛)
1 + 𝑛𝑛Φ(𝑘𝑘𝑛𝑛)2

(9.3) 

 
であるので，複素数を用いた等角螺旋を 
 

           𝑧𝑧𝑛𝑛𝑥𝑥 = �1 + 𝑖𝑖√𝑛𝑛Φ(𝑘𝑘𝑛𝑛)�
𝑥𝑥

(9.4) 

           𝑧𝑧�̅�𝑛𝑥𝑥 = �1 − 𝑖𝑖√𝑛𝑛Φ(𝑘𝑘𝑛𝑛)�
𝑥𝑥
 

 
と考えることにしたい 6-8)．すなわち，式(9.4)の上下の式

は共役なので実軸に対して対称である．このイメージと

して図21には，二項定理を展開して等角螺旋を組み立て

ていく方式を図示してみた．したがって，この等角螺旋

を示す式(9.4)の上下の式を使い分けると回転方向の異な

る等角螺旋が描けることを注記しておく．式(9.4)をもと

に，実部と虚部の変化を具体的に示すために，𝑥𝑥 = 1 か
ら 4 までで構成した行列表記を用いると 
 

⎝

⎜⎜
⎛

𝑧𝑧𝑛𝑛0

𝑧𝑧𝑛𝑛1

𝑧𝑧𝑛𝑛2

𝑧𝑧𝑛𝑛3

𝑧𝑧𝑛𝑛4⎠

⎟⎟
⎞

=

⎝

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎛
�1 + 𝑖𝑖√𝑛𝑛Φ(𝑘𝑘𝑛𝑛)�

0

�1 + 𝑖𝑖√𝑛𝑛Φ(𝑘𝑘𝑛𝑛)�
1

�1 + 𝑖𝑖√𝑛𝑛Φ(𝑘𝑘𝑛𝑛)�
2

�1 + 𝑖𝑖√𝑛𝑛Φ(𝑘𝑘𝑛𝑛)�
3

�1 + 𝑖𝑖√𝑛𝑛Φ(𝑘𝑘𝑛𝑛)�
4

⎠

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎞

                                      (9.5) 



 31 | 51 
 

=

⎝

⎜⎜
⎛

1      0      0           0 0  
1 1𝑖𝑖√𝑛𝑛      0           0 0  
1 2𝑖𝑖√𝑛𝑛  − 𝑛𝑛           0 0  
1 3𝑖𝑖√𝑛𝑛 −3𝑛𝑛  − 𝑖𝑖𝑛𝑛√𝑛𝑛 0  
1 4𝑖𝑖√𝑛𝑛 −6𝑛𝑛 −4𝑖𝑖𝑛𝑛√𝑛𝑛 𝑛𝑛2⎠

⎟⎟
⎞

⎝

⎜⎜
⎛

Φ(𝑘𝑘𝑛𝑛)0

Φ(𝑘𝑘𝑛𝑛)1

Φ(𝑘𝑘𝑛𝑛)2

Φ(𝑘𝑘𝑛𝑛)3

Φ(𝑘𝑘𝑛𝑛)4⎠

⎟⎟
⎞

 

  =

⎝

⎜
⎛

  1
  1

  1 − 𝑛𝑛Φ(𝑘𝑘𝑛𝑛)2

  1 − 3𝑛𝑛Φ(𝑘𝑘𝑛𝑛)2

  1 − 6𝑛𝑛Φ(𝑘𝑘𝑛𝑛)2 + 𝑛𝑛2Φ(𝑘𝑘𝑛𝑛)4⎠

⎟
⎞

+ 𝑖𝑖

⎝

⎜⎜
⎛

  0
  1√𝑛𝑛Φ(𝑘𝑘𝑛𝑛)
  2√𝑛𝑛Φ(𝑘𝑘𝑛𝑛)

  3√𝑛𝑛Φ(𝑘𝑘𝑛𝑛) − 𝑛𝑛√𝑛𝑛Φ(𝑘𝑘𝑛𝑛)3

  4√𝑛𝑛Φ(𝑘𝑘𝑛𝑛) − 4𝑛𝑛√𝑛𝑛Φ(𝑘𝑘𝑛𝑛)3⎠

⎟⎟
⎞

 

 
と示すことができる 6-8)．具体的には， 𝑛𝑛 = 1 と 𝑛𝑛 = 2 
の場合を図22Aに例示しているので参照していただきた

い．ここで，仮にという前提を置いて，複素数 𝑧𝑧𝑛𝑛 を 
 

𝑧𝑧𝑛𝑛 = 1 + 𝑖𝑖𝑦𝑦𝑛𝑛 (9.6) 
 

と表記を簡単化してみる 7,8)．式(9.4)や式(9.5)の複素数か

ら，実軸上の 𝑥𝑥 = 1 は実部しか示していないので，離

散型の等角螺旋でもある 𝑧𝑧𝑛𝑛  は， 𝑥𝑥 = 1 で直交する縦

方向を示す 𝑦𝑦𝑛𝑛  の示す値の変化を直線に示しているこ

とがわかる．さらに， 
 

tan𝜃𝜃𝑛𝑛 = 𝑦𝑦𝑛𝑛 �=
𝑦𝑦𝑛𝑛
1
�= √𝑛𝑛Φ(𝑘𝑘𝑛𝑛) = �𝑚𝑚𝑛𝑛 − 1� �  (9.7) 

 
とおくとき，三角関数 tan 𝜃𝜃𝑛𝑛 の加法定理 123,124)を用いて 
 

tan 2𝜃𝜃𝑛𝑛 =
2 tan 𝜃𝜃𝑛𝑛

1 − tan2 𝜃𝜃𝑛𝑛
=

2𝑦𝑦𝑛𝑛
1 − 𝑦𝑦𝑛𝑛2

                            (9.8) 

 tan 3𝜃𝜃𝑛𝑛 =
3 tan 𝜃𝜃𝑛𝑛 − tan3 𝜃𝜃𝑛𝑛

1 − 3 tan2 𝜃𝜃𝑛𝑛
=

3𝑦𝑦𝑛𝑛 − 𝑦𝑦𝑛𝑛3

1 − 3𝑦𝑦𝑛𝑛2
                       

tan 4𝜃𝜃𝑛𝑛 =
4 tan𝜃𝜃𝑛𝑛 − 4 tan3 𝜃𝜃𝑛𝑛

1 − 6 tan2 𝜃𝜃𝑛𝑛 + tan4 𝜃𝜃𝑛𝑛
=

4𝑦𝑦𝑛𝑛 − 4𝑦𝑦𝑛𝑛3

1 − 6𝑦𝑦𝑛𝑛2 + 𝑦𝑦𝑛𝑛4
   

 
が導出できるので，図22と図23に示すように等角螺旋

であることが保証できる．特記すべき点として，従来の

対数螺旋もしくは等角螺旋と呼ばれる螺旋の定義では，

𝜃𝜃𝑛𝑛 は拡がる角度に注目してきたが，本研究では円の中 

 

 
図21  二項定理とガウス平面を応用した貴金属比の類似比による等角螺旋の概念図 6-8) 

Fig .21 Concepts of equiangular spirals of similar metallic ratios using binomial theorem and Gaussian plane6-8) 
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図22  ケプラー三角形もしくは直角二等辺三角形を用いた 

ガウス平面上での貴金属比の類似比による等角螺旋の視覚化と定義 5-8) 
Fig .22 Visualizations and Definitions of equiangular spirals of similar metallic ratios  

on the Gaussian plane using Kepler triangles or right-angled isosceles triangles5-8) 

 
図23  二項定理とド・モアブルの定理を用いた 

ガウス平面上での貴金属比の類似比による等角螺旋の視覚化と定義 8) 
Fig .23 Visualizations and Definitions of equiangular spirals of similar metallic ratios  

on the Gaussian plane using binomial theorem and De Moivre’s formula8) 
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図24  ピタゴラスの定理と同一焦点の楕円と 

ガウス平面を応用した貴金属比の第12類似比による等角螺旋の概念図 6-8) 
Fig .24 Concepts of similar metallic ratios using Pythagorean theorem, ellipses with the same focuses,  

and equiangular spirals on the Gaussian plane (Case 𝑛𝑛 = 12)6-8) 
 

 
図25  ピタゴラスの定理と同一焦点の楕円とガウス平面を応用した貴金属比の類似比による等角螺旋の概念図 6-8) 

Fig .25 Concepts of similar metallic ratios using Pythagorean theorem, ellipses with the same focuses,  
and equiangular spirals on the Gaussian plane (Case 𝑛𝑛 = 1,2,3,6,9, and 12)6-8) 
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心角と同意であることを強調しておきたい．すなわち，

そのことを鑑みながら式(9.8)の分母が式(9.5)の実部を表

わし，分子がその虚部を表わしていることになる．この

考え方は，三角関数が確立される前から，東欧から中東

に位置する近隣諸国では，等角になる方法として知られ

ていたようである 125)． 
 ところで，本研究で対象とする逆三角関数 126,127)を用い

るときには 
 

cos�arccos�
1

�𝑚𝑚𝑛𝑛
�� =

1

�𝑚𝑚𝑛𝑛
        (9.9) 

sin�arcsin�
1

�𝑚𝑚𝑛𝑛
�� =

�𝑚𝑚𝑛𝑛 − 1

�𝑚𝑚𝑛𝑛
 

 
が成立する 5,6)ので，連続型の等角螺旋の記述式は 
 

𝑧𝑧𝑛𝑛𝑥𝑥 = �𝑚𝑚𝑛𝑛
𝑥𝑥

exp�𝑖𝑖 arccos�
1

�𝑚𝑚𝑛𝑛
� 𝑥𝑥 �                                   

= �𝑚𝑚𝑛𝑛
𝑥𝑥
�cos�arccos�

1

�𝑚𝑚𝑛𝑛
� 𝑥𝑥 �

+ 𝑖𝑖 sin�arccos�
1

�𝑚𝑚𝑛𝑛
� 𝑥𝑥 �� 

    = exp��− log�
1

�𝑚𝑚𝑛𝑛
� + 𝑖𝑖 arccos�

1

�𝑚𝑚𝑛𝑛
�� 𝑥𝑥� 

 (9.10) 
 
が求まる 5-8)．同様に逆回転の等角螺旋は 
 

𝑧𝑧�̅�𝑛𝑥𝑥 = �𝑚𝑚𝑛𝑛
𝑥𝑥

exp�−𝑖𝑖 arccos �
1

�𝑚𝑚𝑛𝑛
�𝑥𝑥 �                             

= �𝑚𝑚𝑛𝑛
𝑥𝑥
�cos�arccos�

1

�𝑚𝑚𝑛𝑛
� 𝑥𝑥 �

− 𝑖𝑖 sin�arccos�
1

�𝑚𝑚𝑛𝑛
� 𝑥𝑥 �� 

    = exp��− log�
1

�𝑚𝑚𝑛𝑛
� − 𝑖𝑖 arccos�

1

�𝑚𝑚𝑛𝑛
�� 𝑥𝑥� 

 (9.11) 
 
が求まる 5-8)．すなわち，オイラーの公式 91,92)やド・モア

ブルの定理 93,94)をもとに円を描き，そこに，式(9.9)を変

形した次の二式 
 

            �𝑚𝑚𝑛𝑛 =
1

cos�arccos� 1
�𝑚𝑚𝑛𝑛

��
   (9.12)

 

  �𝑚𝑚𝑛𝑛 − 1 = tan �arccos�
1

�𝑚𝑚𝑛𝑛
�� (9.13) 

 
を考えるとき， �𝑚𝑚𝑛𝑛 のべき乗を乗じたベルヌーイの対

数螺旋 47,48)の構造として確かに表記することができる 5-8)．

このことは，図22Aをよく見ると確認できる． 
ここで，念のため，式(9.10)が成立するかを確かめてみ

る．まず，𝑥𝑥 = 1 として 
 

𝑧𝑧𝑛𝑛 = �𝑚𝑚𝑛𝑛 �cos�arccos�
1

�𝑚𝑚𝑛𝑛
�  �

                    +𝑖𝑖 sin�arccos�
1

�𝑚𝑚𝑛𝑛
�  �� (9.14)

 

 
に，式(9.9)を代入すると 
 

𝑧𝑧𝑛𝑛 = �𝑚𝑚𝑛𝑛 �
1

�𝑚𝑚𝑛𝑛
+ 𝑖𝑖

�𝑚𝑚𝑛𝑛 − 1

�𝑚𝑚𝑛𝑛
� (9.15) 

= 1 + 𝑖𝑖√𝑚𝑚 − 1                                  
= 1 + 𝑖𝑖√𝑛𝑛Φ(𝑘𝑘𝑛𝑛)                               

 
が成立するので，離散型とも一致することがわかる 8)．

同様に，逆向きの等角螺旋の記述式でも 
 

𝑧𝑧�̅�𝑛 = �𝑚𝑚𝑛𝑛 �cos�arccos�
1

�𝑚𝑚𝑛𝑛
�  �

                   −𝑖𝑖 sin�arccos�
1

�𝑚𝑚𝑛𝑛
�  �� (9.16)

 

= 1 − 𝑖𝑖√𝑛𝑛Φ(𝑘𝑘𝑛𝑛)                                  
 
が成り立つことがわかる 8)．したがって，二項定理を応

用したときに貴金属比の類似比による等角螺旋が描けた

ことがわかる 5-8)． 
ところで，式(9.7)から式(9.9)の関係を用いて 

 
𝑚𝑚𝑛𝑛 = 1 + 𝑦𝑦𝑛𝑛2 (9.17) 

𝜃𝜃𝑛𝑛 = arccos �
1

�𝑚𝑚𝑛𝑛
� (9.18) 

 
とおくとき，式(9.12)も活用して 
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図26  ケプラー三角形と直角二等辺三角形を用いた貴金属比の類似比による等角螺旋の概念図 7,8) 

Fig .26 Concepts of similar metallic ratios using Kepler triangles and right-angled isosceles triangles  
for equiangular spirals on the Gaussian plane (Case 𝑛𝑛 = 1 or 2)7,8) 

 

 
図27  ピタゴラスの定理とケプラー三角形と直角二等辺三角形を用いた貴金属比の類似比による調和図 4-6) 

Fig .27 Harmonies of similar metallic ratios using Pythagorean theorem, Kepler triangles, and right-angled isosceles triangles4-6) 
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�𝑚𝑚𝑛𝑛 cos𝜃𝜃𝑛𝑛 =
1

cos 𝜃𝜃𝑛𝑛
cos 𝜃𝜃𝑛𝑛 = 1 (9.19) 

�𝑚𝑚𝑛𝑛 sin𝜃𝜃𝑛𝑛 =
1

cos 𝜃𝜃𝑛𝑛
sin𝜃𝜃𝑛𝑛 = 𝑦𝑦𝑛𝑛           

 
と見積もられる．このことを具体的に活用して等角螺旋

を再度確認してみる．ここで，2倍角，3倍角，4倍角の

三角関数の公式を見積もるために加法定理を用いて 
 

   �𝑚𝑚𝑛𝑛
2

cos 2𝜃𝜃𝑛𝑛 =
1

cos2 𝜃𝜃𝑛𝑛
                                     

                             ⋅ (cos2 𝜃𝜃𝑛𝑛 − sin2 𝜃𝜃𝑛𝑛)
                       = 1 − 𝑦𝑦𝑛𝑛2                              (9.20)

 

     �𝑚𝑚𝑛𝑛
2

sin 2𝜃𝜃𝑛𝑛 =
1

cos2 𝜃𝜃𝑛𝑛
⋅ 2 sin 𝜃𝜃𝑛𝑛 cos𝜃𝜃𝑛𝑛                     

= 2𝑦𝑦𝑛𝑛                          

  �𝑚𝑚𝑛𝑛
3

cos 3𝜃𝜃𝑛𝑛 =
1

cos3 𝜃𝜃𝑛𝑛
                                    

                                ⋅ (cos3 𝜃𝜃𝑛𝑛 − 3 sin2 𝜃𝜃𝑛𝑛 cos 𝜃𝜃𝑛𝑛) 
        = 1 − 3𝑦𝑦𝑛𝑛2             (9.21)

 

   �𝑚𝑚𝑛𝑛
3

sin 3𝜃𝜃𝑛𝑛 =
1

cos3 𝜃𝜃𝑛𝑛
                                                  

                  ⋅ (3 sin𝜃𝜃𝑛𝑛 cos2 𝜃𝜃𝑛𝑛 − sin3 𝜃𝜃𝑛𝑛) 
                        = 3𝑦𝑦𝑛𝑛 − 𝑦𝑦𝑛𝑛3                                         

�𝑚𝑚𝑛𝑛
4

cos 4𝜃𝜃𝑛𝑛 =
1

cos4 𝜃𝜃𝑛𝑛
                                   

             ⋅ (cos4 𝜃𝜃𝑛𝑛 − 6 sin2 𝜃𝜃𝑛𝑛 cos2 𝜃𝜃𝑛𝑛 + sin4 𝜃𝜃𝑛𝑛)
     = 𝑦𝑦𝑛𝑛4 − 6𝑦𝑦𝑛𝑛2 + 1 (9.22)

 

�𝑚𝑚𝑛𝑛
4

sin 4𝜃𝜃𝑛𝑛 =
1

cos4 𝜃𝜃𝑛𝑛
                                               

⋅ (4 sin 𝜃𝜃𝑛𝑛 cos3 𝜃𝜃𝑛𝑛 − 4 sin3 𝜃𝜃𝑛𝑛 cos 𝜃𝜃𝑛𝑛) 
= 4𝑦𝑦𝑛𝑛 − 4𝑦𝑦𝑛𝑛3              

 
が求まる．このことと式(9.5)や式(9.8)より，図23に示す

ように二項定理と三角関数の加法定理に従う等角螺旋の

回転と拡大の傾向がわかる． 
そこで，実軸上の等角螺旋の点(1,0)を基準に前後の等

角螺旋は軌道の幾何学的特徴はいかなるものなのかを考

察したい．いま，次のように基準点 𝑧𝑧𝑛𝑛0 = 1 と前後する

離散構造の等角螺旋の点をまとめて 
 

𝑧𝑧𝑛𝑛1 = 1 + 𝑖𝑖√𝑛𝑛Φ(𝑘𝑘𝑛𝑛) (9.23) 
𝑧𝑧𝑛𝑛0 = 1                         

𝑧𝑧𝑛𝑛−1 =
1 − 𝑖𝑖√𝑛𝑛Φ(𝑘𝑘𝑛𝑛)
1 + 𝑛𝑛Φ(𝑘𝑘𝑛𝑛)2   

 
を考える 6-8)．この3点は，𝑛𝑛 の値を変化させていくと図

24 や図 25 に示すように非常に興味深い軌道を描く．𝑧𝑧𝑛𝑛1 
の軌道は，ガウス平面上に 𝑧𝑧𝑛𝑛1 を示す点(1,0) より上に

垂直に半直線を描く．一方で，同時に 𝑧𝑧𝑛𝑛−1 の軌道は，

原点と点 (1,0) の間を直径とする半円を描く．それも等

角螺旋のため，常に等角を保ちながら軌道が変化してい

く．この変化は複素数特有の性質で等角写像 128-130)による

ものである．したがって，𝑧𝑧�̅�𝑛 も含めると等角を保ちな

がら直線が円に写像されることを視覚化している．同時

に，式(9.5)と式(9.8)の tan 2𝜃𝜃𝑛𝑛 の分母と分子が示すよう

に直線は放物線にも写像されていることが確認できる． 
 このことを図26では，ケプラー三角形と直角二等辺三

角形を用いた例としてわかりやすいように図示してみた
8)．すなわち，複素数 𝑧𝑧𝑛𝑛 の反転である 𝑧𝑧𝑛𝑛−1 を設定する

のみだけではなく，基準となる 𝑧𝑧𝑛𝑛0 = 1 も含めた三位一

体としてまとめて考えることができる．このとらえ方が

等角螺旋を描くための鍵である 6-8)．このことがイメージ

しやすいように，図24と図25には，𝑛𝑛 の変化を中心に

描き，図26には複素数の反転をイメージしやすいように

ケプラー三角形と直角二等辺三角形の場合に限定して詳

細を視覚化してみた 8)．また，図24Cと図26Cにはわか

りやすいように半直線と半円で示す部分に大文字の J を
示している．それを基準に図 25 と図 26 を確認すると 3
点の動向が理解しやすい．注意すべき点は，図 25 と図

26の等角螺旋はガウス平面上に描いているが，対比しな

がら描いた図はデカルト座標系をアスペクト比が1にな

るように活用して図示している．このことをよく理解し

て等角螺旋と関連する図の幾何学的性質を確認していた

だきたい． 
さらに，仮にこれらの等角螺旋の特徴を金融の半年複

利に例えて考えてみたい．ピタゴラスの定理を用いて半

年で直角三角形を一つ用いた成長を 
 

𝑚𝑚𝑛𝑛
 = �𝑚𝑚𝑛𝑛

2
= 1 + �𝑚𝑚𝑛𝑛 − 1

2
 (9.24) 

 
と定義したとき，1 年間の運用成果を示す場合には半年

二つ分を2期通算して定義し，直角三角形を二つ分進ん

だ成長であるので  
 

𝑚𝑚𝑛𝑛
2 = 𝑚𝑚𝑛𝑛 �1 + �𝑚𝑚𝑛𝑛 − 1

2
� = 𝑚𝑚𝑛𝑛 + 𝑛𝑛 (9.25) 

 
と考えるとき，2期は図25の放物線の軌道でも描けるの 
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図28  代数螺旋の軌道と正方形の面積の関連図（その1）2,4,7) 

Fig .28 Relations of Archimedean spirals and these areas about squares (Part 1)2,4,7) 
 

 

 
図29  代数螺旋の軌道と正方形の面積の関連図（その2）2,4,7) 

Fig .29 Relations of Archimedean spirals and these areas about squares (Part 2)2,4,7) 
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図30  代数螺旋の軌道と正方形の面積の関連図（その3）4,7) 

Fig .30 Relations of Archimedean spirals and these areas about squares (Part 3)4,7) 
 
 

 
図31  貴金属比の類似比に関連するピタゴラスの定理の考案図 5,7) 

Fig .31 Concepts about Pythagorean theorem related to the similar metallic ratios5,7) 
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図32  ケプラー三角形と直角二等辺三角形を用いた貴金属比の類似比による調和図 6,7) 

Fig .32 Harmonies of similar metallic ratios using Kepler triangles and right-angled isosceles triangles  
for Archimedean and equiangular spirals (Case 𝑛𝑛 = 1 and 2)6,7) 

 

図33 大阪工業大学大宮校地から眺める生駒山と淀川，ウィトルウィルス的人体図他 1,2,7,8) 
Fig. 33 Mt. Ikoma and Yodo river from Omiya campus of Osaka Institute of Technology, Vitruvian man, and others1,2,7,8) 
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で面白いのではなかろうか．このときの半年の金利は運

用成果 𝑚𝑚𝑛𝑛 から元金 1 を差し引いて 𝑚𝑚𝑛𝑛 − 1 である．

貴金属比の類似比を用いた例では，いささか高金利すぎ

るので現実離れしているが，図25からもその特徴を考察

することが可能である． 
 以上，ガウス平面上における貴金属比の類似比に関す

る等角螺旋について考察を行った．次章では，ここまで

の章には含まなかったが，前作 2)の発表後に見つかった

他の特徴も含めた研究ノートとして公表しておきたいの

で追記を行う．まずは，デザインの観点からケプラー三

角形と直角二等辺三角形の直角に関する特徴について再

考を試みている． 
 

10．代数螺旋軌道，ピタゴラスの定理の再考お

よび貴金属比の類似比のデザインとの関

連性について 

10.1 ケプラー三角形と直角二等辺三角形による

直角の表現および螺旋の再考 

 前章までの記述で，多重根号，連分数による貴金属比

の類似比を定義し，ピタゴラスの定理と一般化されたフ

ィボナッチ数列と二項定理が等角螺旋を描くために欠か

せない数理の鍵となることを解説した．このことを考え

る機会となったもう一つの重要な幾何学的特徴を示す道

具でもあるケプラー三角形と直角二等辺三角形を再考し

たい 4)．図27Aに示すようにケプラー三角形の並べ方で，

直角が活きた性質を持つことは，これまでの科学技術の

分野とデザインの世界でも注目されてきたはずである． 
そこで，前作 2)で予想した図27の代数螺旋図を想定し

た桃色の一番大きな正方形の面積と，桃色の一番小さな

正方形の面積の和は，破線で描いた小さな正方形の面積

が2個分と等しいことが興味深かったので，図27Bに第

1 類似比（黄金比相当）による代数螺旋の基本部分と，

第2類似比（白銀比相当）による基本部分を重ね合わせ

た図を公開しておきたい 4,6)． 
黄金比や白銀比の比率は，歴史的にも数多くの建造物

や美術作品に欠かせなかったことは周知である．一方で，

調和する作品は数少ないと思われる．唯一，フィボナッ

チ数列を正方形に例えて，正方形を並べながら四分円を

描いた後に螺旋をイメージした図 12)だけが有名である．

おそらく，その他の事例も沢山存在はするかもしれない

のだが，代表的な例は思い当たらないし，また検索され

ない． 
 
 

10.2 代数螺旋軌道の再考 

 ところで，図27Aの面積の和の考え方が，一般的な代

数螺旋でも成り立つことを図示したのが図28と図29で
ある 4)．これらの図中に桃色で表わした代数螺旋図がテ

オドロスの螺旋である．これらの正方形の面積の関係が

問題なく等しいことがわかりやすいように正方形の面積

を示す数値を図中に記載している．また，図28A，図28B 
からもこの考え方は成り立っていることがわかる 4)．今

のところ応用例が見つからないのと，この考え方が普遍

である法則なのかを示す証明がわからない．一致してい

ることは確かであるので，図28G，図29Fに示すように，

テオドロスの螺旋に関して 
 

𝑦𝑦 =
(1 + 𝑗𝑗)2 + (1 − 𝑗𝑗)2

2
= 1 + 𝑗𝑗2 (10.1) 

 
の考え方が代数螺旋において常に成り立つことを報告す

る 4)．すなわち，基準とする螺旋上から，𝑗𝑗 だけ前後に

離れた二つの正方形の面積の和は，基準とする代数螺旋

の正方形の2個分の面積に等しい．このことに関して，

𝑗𝑗 = √𝑥𝑥 とおいて，式(10.1)を 
 

𝑦𝑦 =
�1 + √𝑥𝑥�

2
+ �1 − √𝑥𝑥�

2

2
= 1 + 𝑥𝑥 (10.2) 

 
に変換して，図29Gの作図を行なった．この図29Gを参

考に，貴金属比の類似比 𝑚𝑚𝑛𝑛 の代数螺旋に相当する特徴

について調べたものが図30である4)．この図でも確かに， 
𝑚𝑚𝑛𝑛  と 𝑚𝑚𝑛𝑛 − 1 を正方形の中に図示できる特徴が見つ

かる．したがって，貴金属比の類似比が代数螺旋と関連

する傾向について続けて精査する必要がある． 
 
10.3 貴金属比の類似比とその序数に関するピタ

ゴラスの定理の再考 

 ピタゴラスの定理の一般式 50) 
 

𝑎𝑎2 + 𝑏𝑏2 = 𝑐𝑐2, 

�
𝑐𝑐 = 𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2
𝑎𝑎 = 2𝑥𝑥𝑦𝑦       
𝑏𝑏 = 𝑥𝑥2 − 𝑦𝑦2

(10.3) 

 
を参考に，貴金属比の類似比 𝑚𝑚𝑛𝑛 とその序数 𝑛𝑛 に関す

る 
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𝑚𝑚𝑛𝑛
2 + (𝑚𝑚𝑛𝑛 − 1)2 = 2𝑛𝑛 + 1 (10.4) 
2𝑚𝑚𝑛𝑛(𝑚𝑚𝑛𝑛 − 1) = 2𝑛𝑛    

    𝑚𝑚𝑛𝑛
2 − (𝑚𝑚𝑛𝑛 − 1)2 = 2𝑚𝑚𝑛𝑛 − 1 

 
を考える 5)．もちろん，本研究では，再掲する式(2.34)が 
 

𝑚𝑚𝑛𝑛
2 − 𝑚𝑚𝑛𝑛 − 𝑛𝑛 = 0 (10.5) 

 
として成り立つために，貴金属比の類似比 𝑚𝑚𝑛𝑛 とその序

数 𝑛𝑛 を独立した二つの変数として用いても良いか慎重

であるべきだが，この特徴を調べるときに，式(10.4)の一

番上の式より図 31 に示す直角三角形が描けた 5)．また，

式(10.4)の右辺について 
 

(2𝑛𝑛 + 1)2 = (2𝑛𝑛)2 + (2𝑚𝑚𝑛𝑛 − 1)2 (10.6) 
 
が成り立つためには 
 

2𝑚𝑚𝑛𝑛 − 1 = √1 + 4𝑛𝑛 (10.7) 
 
が必要であることがわかる 5)．すなわち，式(10.7)を展開

した貴金属比の類似比 
 

𝑚𝑚𝑛𝑛 =
1
2

+
√1 + 4𝑛𝑛

2
(10.8) 

 
が成立するためである 5)．式(10.4)の数値の特徴を図 31
の図中の表に示したが，整数で収まる傾向はピタゴラス

の定理に従うことから，ピタゴラス数であることがわか

る．また，貴金属比の類似比の序数 𝑛𝑛 との関連で，貴

金属比の類似比 𝑚𝑚𝑛𝑛  が整数となる場合の間には，式

(10.8)に従いながら 𝑚𝑚𝑛𝑛 が小数となる場合の傾向が得ら

れていることが確認できた．したがって，貴金属比の類

似比の中で， 𝑚𝑚𝑛𝑛 と 𝑚𝑚𝑛𝑛 − 1 が図31に示すような整数

であるときは，ピタゴラス数が見つかるので，貴金属比

の類似比にとって特別な関係があるかもしれないことを

追記しておく． 
 
10.4 貴金属比の類似比と芸術に関連する黄金比，

白銀比，青銅比の再考 

 デザインの世界における黄金比の定義は，歴史的に調

べて誰もが意義を唱えないと考えられる 11-33)．また，白

銀比も世界中の多くの古来の建造物の柱の断面が正方形

か円を活用してきたために √2 が基準であることが多

く，正方形の対角線の比として親しまれている 55-58)．ま

た，同時に白銀比はＡ4 用紙の縦横比のように日常生活

でも多用されている．このため比としての華やかさでは

黄金比には劣るかもしれないが立派な比である．それゆ

え，建造物の美を兼ね備えた比として，日本では昔から

盛んに活用されてきたように，大和比として親しまれて

いる 9-33)． 
一方で，貴金属比における白銀比 55-58)の定義式から得

られる数値は 
 

𝜆𝜆(2,1) = 1 + √2 = 2.412⋯  (10.9) 
 
であり，Wikipediaや岩本の論文 9)の提示される図や正八

角形以外にデザインでこの数値が重要かというとそうで

もないようだ．確かに，数値の特徴でもある算出構造は， 
 
𝜆𝜆(2,1)(𝜆𝜆(2,1) − 2) = 2.412⋯× 0.412⋯ = 1 (10.10) 

 
と美しいのだが，これを芸術作品に応用される動向につ

いては正八角形を除いて不明である． 
むしろ，本研究で調査したようにペル数列の代わりに

ヤコブスタール数列と直角二等辺三角形を活用した貴金

属比の第2類似比の数値 
 

𝜆𝜆(1,2) = 𝑚𝑚2 = 2 (10.11) 
 
を用いて描いた等角螺旋のほうが，正方形と直角二等辺

三角形を適切に活用できたことからも明らかに理にかな

っている．しかしながら，𝑚𝑚2 = 2 と求まる数値のため

芸術やデザインで重要な √2 を直接述べているわけで

はないので，本研究では第2類似比と表現し直すことに

した． 
また，青銅比の数値 

 

𝜆𝜆(3,1) =
3 + √13

2
= 3.302⋯ (10.12) 

 
もデザインにおいて多くのブログで解説されるにもかか

わらず，Wikipediaでも例図が掲載されているのみで市民

権を得た作品は見つからない．したがって，デザインで

幾何学的特徴を活かすならば，同様に等角螺旋を描ける

貴金属比の第3類似比 
 

𝜆𝜆(1,3) = 𝑚𝑚3 =
1 + √13

2
= 2.302⋯ (10.13) 
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が有効であるといえないだろうか．すなわち，貴金属比

の類似比は，正方形の面積を示す平方を基準に取扱いな

がら提案を行っている．以上までのことは，図 3 と図 4
で示したように，容易に貴金属比の類似比の大きさを認

識できるので，芸術やデザインの世界で活用が期待でき

るかもしれない． 
また，本研究で取り扱ったケプラー三角形と直角二等

辺三角形を基準に説明できたフィボナッチ数列やヤコブ

スタール数列による等角螺旋を描いた貴金属比の類似比

を活用することは，従来の貴金属比よりも幾何学的には

取り扱いやすいのではなかろうか． 
そこで，もう一度，本研究で取り扱った 𝑛𝑛 = 1 と 𝑛𝑛 =

2 の成果をまとめた例図を図 32 に示しておきたい 4-6)． 
特に強調したいことは，図27B でもある図32Dは，黄金

比である貴金属比の第1類似比を基準にアルキメデスの

代数螺旋を描き，白銀比に関連する第2類似比を基準に

ベルヌーイの対数螺旋（等角螺旋）を描いて重ね合わせ

ていることである．その結果，ケプラー三角形と直角二

等辺三角形の直角部分が一致するように描いたことが図

の調和を奏でている． 
また，図32Cには標準正規分布の累積分布関数の積分

形と黄金比とピタゴラスの定理の調和が美しく，黄金比

の再帰を示す円が，平凡な山頂をイメージできる縦横比

が同じである標準正規分布の確率密度関数の上に日の出

のごとく描写できた．大阪の街に住む人は，図33Aのよ

うに東の奈良県の方角に位置する生駒山の近くに，毎朝

このように日の出を見ることができる．そして，若い頃

の著者は，日中に学部・大学院時代の仲間と図33Bに示

すように大阪工業大学大宮校地の隣を流れる淀川の河川

敷で時折汗を流し，学部のゼミでは大阪工業大学大学歌

を沢山熱唱したので，「生駒の山の空高し」のフレーズが

耳から離れない．まさか，この比率の発想で日頃の経験

がこのように生きてくるとは夢にも思わなかった． 
ところで，著者は2014年の夏にスペインのバルセロナ

で国際会議（IFORS2014）が開催されたときに，50人か

ら60人ほどの日本人のOR（オペレーションズ・リサー

チ）の研究者が集う懇親会を任されたことがある．当時

は，日本機械学会での構造信頼性工学と設計工学・シス

テム部門での研究活動から，OR でのファイナンス・確

率統計に専門分野を転身して間がなく，OR の有名な大

先輩の先生方とも面識がなく，これも修行のうちと引き

受けたのだが，現地のレストランにEメールで直接連絡

を入れて準備してきたところ，国際会議の開催直前に日

本本土に大型の台風が上陸しかけた． 
リスク管理を怠った著者は数十万円の赤字を覚悟しな

がら，現地のレストランと交渉を重ねつつ，参加者の皆

様とも連絡を取ってそれぞれの航空会社の運航を確認し

て安堵し無事に現地で集いを開催できた経験がある．そ

して，そのときの集いで貴金属比の文献9)をご執筆され

た岩本誠一先生が乾杯をご発声してくださった．集いが

無事に終了して片づけていると，岩本先生から，飲み放

題の文化のない外国の街で，当日のアルコールの進み具

合の需要予測と皆のグラスの空き具合の在庫管理を確認

しながら司会を進行し，「おもてなし」を果たせた小生に

「OR を実践して見せてくれたね」と労いのお言葉を頂

戴した．心優しい岩本先生の人となりを感じることがで

きた． 
当時の小生は，まだ，黄金比の魅力にも気が付いてい

なかった．岩本先生が現地バルセロナでガウディがデザ

インしたサグラダファミリアに黄金比の魅力を重ね合わ

せてご研究されてきたと想われる研究への情熱を著者も

また果たして実感できたのだろうか．専門分野を転身し，

新たな発見を目指して彷徨いながらその後の著者の研究

活動の中で正規分布の美を探求する旅路 1)が進むにつれ，

岩本先生のご研究を拝見することになり，とても光栄な

経験をさせてもらえたと大変感謝している．まさかその

時に脅かされた台風までもがモデル化できる対数螺旋と

一緒に黄金比や貴金属比の類似比の魅力が今回は 40 頁

を超える研究の主題になるとはとても不思議な気持ちで

ある．そして，本研究の等角螺旋の詳細に相当する発表

を，岩本先生が長年貢献されてきた九州大学で開催され

たOR 学会秋季研究発表会で修めることができた所縁に

も感謝している． 
ところで，図33Dには，ピタゴラスの定理と貴金属比

の類似比の構成図と共にダ・ヴィンチの作品でもある「ウ

ィトルウィウス的人体図 131,132」」を記してみた．よく観

察すると，偶然にもケプラー三角形と円と正方形と一緒

に収めた作図方法と同じ作図方法を採用して標準正規分

布の累積分布関数の積分形を応用しながら，円と正方形

の関係を研究してきたことがわかる 1,134-136)． 
前作 2)でも掲載した図33Hに示す本学の図書館の螺旋

階段を上り下りしながら研究者を志し，研究者になった

後に自分の所属や取り巻く環境の変化を考え，悩みなが

ら専門分野を転身し，図33Gのピラミッドを見て来た頃

より今回の旅路が始まった．ピラミッドを含む黄金比に

関連する建造物は沢山存在して諸説があるが，誤差を含

むことや不明なことが多い．その中で黄金比が日本へ伝

わるためには歴史的に中国を経由してくる必要がある．

シルクロードを通じて西洋と東洋の文化が行き交う中に，

幸福に生きたいと願う人々の営みへ想い馳せることがで 
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図34 ニュートンの二項定理とパスカルの三角形と一般化されたフィボナッチ数列の協奏と対称性およびそのとき

の連分数と多重根号や等角螺旋の幾何学的な美と魅力 
Fig. 34 Harmonies and symmetries about Newton’s binomial theorem, applied Pascal’s triangle, and generalized Fibonacci 
sequences, these beauty and attractiveness using nested radicals, continued fractions, and equiangular spirals. 
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きる． 
読者はどのような感想をお持ちになるであろうか．著

者はデザイナーではないが等角螺旋と図3と図4に示す

活用の基本形を紹介した．これらの図から派生した素晴

らしいオリジナルの作品が，本研究で提案した比率を活

用して生まれ，多くの方に感動されて世代を超えて愛さ

れ語り継がれたら大変嬉しく思う． 
 本研究はコロナ禍のため，ほとんど在宅で制作してき

た．ここで，まとめの図として図34にニュートンの二項

定理とパスカル三角形と一般化されたフィボナッチ数列

の同時例図を示す．また，その下に本研究ノートで最初

に提案した連分数と多重根号や等角螺旋の幾何学的な美

や魅力を記念してデコレーションしながら示している．

スチュアートの著書「もっとも美しい対称性 137)（Why 
beauty is truth138））」の表紙に登場する美しい対称性 139)の

象徴である蝶々がわかると嬉しく思う．負の二項定理の

展開はあまり知られておらず，パスカルの三角形が横向

きに追加できることはもっと知られていない．そこに，

フィボナッチ数列が正負の対称性を強調するように描け

ることは皆無である．本研究はそのような傾向を一つ一

つ図に収めながらギャラリーとして図を描き重ねてきた． 
このような図の製作中に，歴史上でペストが大流行し

た頃の出来事で，疎開中のニュートンが成果を上げた逸

話が大変励みになった．もちろん，本研究が巨人の肩の

上に立つ 132)ことや並ぶような成果を得たわけではない

が，先人や賢者達の偉業に敬意を表して足元からそっと

見上げると，その景色もまたとても美しいと改めて感じ

る瞬間を得ることができた．真に美しいものを別の角度

から見上げても，それらを重ね合わせて確認しても，そ

の調和が見事に協奏しているかのようにとても美しいと

理解できたときの喜びもまた格別である．それも比を純

粋に測るモデルとして感動させてもらえた．そんな光景

を今回も見せてくれた神様のご計画に感謝したい． 
最後に，比を測ることの感動について言及したので，

その着想として愛を感じながら聖書 137)を引用しておき

たい． 
 
「愛に根ざし，愛に基礎を置いているあなたがたが，

すべての聖徒とともに，その広さ，長さ，高さ，深さが

どれほどであるかを理解する力をもつようになり，人知

を超えたキリストの愛を知ることができますように．そ

のようにして，神の満ちあふれる豊さにまで，あなたが

たが満たされますように（エペソ人への手紙）」137)． 
 
神の御業には程遠く 138,139)，人類の歴史の中で今回公表

する成果もまた，神がご計画された世界ではほんの一部

分が少し見えただけである．これから多岐にわたる分野

でご活躍される皆様にも，同じような感動が沢山訪れる

ように，早くコロナ禍が落ち着くことを願いたい．もち 
ろん，先人から受け継いだように，まだわからないこと

も沢山あり，人間の考えは完全ではなく誤差や見当違い

を含む失敗も重ねるだろうが，修正して困難を乗り越え

ようと，世の中が貴金属比の類似比で今回考察した等角

螺旋の軌道のように美しく眺めることができたようにと，

沢山回転しながらアイデアを蒔きつつ，実りよく豊かに

なった頃に，振り返ったら指数関数が拡がる複利の世界

のように成長していて，愛，喜び，平安に満たされてい

ることを祈りたい． 
本研究は，前回と同様に再び研究ノートとして投稿し

たが，もし，読者が科学への関心や愛を表現する形を認

めてくれて喜んでいただけたならば，この上なく幸せで

ある．平安が訪れますように． 
 

11．むすび 

本研究では，以下のことを明らかにしている． 

1. 貴金属比と貴金属比の類似比に関係する連分

数と多重根号を提案して，類似比としての位置

づけを定義した． 
2. 前作のピタゴラスの定理と一般化されたフィ

ボナッチ数列を用いて貴金属比の類似比を計

算するために固有値による解法を示して編成

し直した．また，貴金属比はペル数列の拡張が

基準であるが，貴金属比の類似比はヤコブスタ

ール数列の拡張が基準となることを示した． 
3. 貴金属比の類似比の定義に 2 次元標準正規分布

の同時確率の逆数を示し，𝑛𝑛 = 12 が重要であ

ることを示唆した．また，固有値として算出し

た値を基準に同じ焦点となる楕円を描き，等角

螺旋を描くときに再帰する図形情報が重要で

あることを提案した． 
4. 二項定理とパスカルの三角形の応用例を用い

て，一般化されたフィボナッチ数列およびフィ

ボナッチ多項式と等角螺旋構造を視覚化した．

また，ガウス平面上で等角螺旋の記述式を提案

し，二項定理，ド・モアブルの定理，三角関数

の加法定理を用いてに容易に展開できること

を確認した． 
5. 黄金比と白銀比をデザインの観点から再考し，

畑違いではあるが，貴金属比の類似比に関して
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いくつかの幾何学的な形態やデザインの基礎

となる比率の例図を提案した．特に，これらの

作図のうち，東京オリンピックとパラリンピッ

クの開催年を記念してメダルの色に相当する

序数の例図については，著者の日々の生活の中

で感じる日本の美や大阪への親しみを込めて

命名を行った． 
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付録 

 読者の中には，正規分布と貴金属比の類似比がなぜ関

係付けられているか不思議に思うかもしれない．そこで，

下記の定義式 
 

𝑚𝑚𝑛𝑛Φ(𝑘𝑘𝑛𝑛)2 = 1 (11.1) 
 
に関する付録を設けてみた．図35を確認すると，標準正

規分布の確率点が0のときの確率密度の高さと，確率点 
𝑘𝑘𝑛𝑛 における確率密度の高さが重要であることがわかる．

確率点 𝑘𝑘𝑛𝑛 では累積分布関数 Φ(𝑘𝑘𝑛𝑛) の積分形は 
 

ℎ𝑃𝑃(𝑢𝑢) = 𝜙𝜙(𝑢𝑢) + 𝑢𝑢Φ(𝑢𝑢) (11.2) 
 
と定義できる．この関数の一階の導関数である累積分布

関数を  
 

𝑑𝑑ℎ𝑃𝑃(𝑢𝑢)
𝑑𝑑𝑢𝑢

= Φ(𝑢𝑢) = � 𝜙𝜙(𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑥𝑥
𝑢𝑢

−∞
(11.3) 

 

とし，二階の導関数である確率密度関数を  
 

𝑑𝑑2ℎ𝑃𝑃(𝑢𝑢)
𝑑𝑑𝑢𝑢2

= 𝜙𝜙(𝑢𝑢) =
1

√2𝜋𝜋 
exp �−

1
2
𝑢𝑢2� (11.4) 

 
とする常微分方程式 
 

𝑑𝑑2ℎ𝑃𝑃(𝑢𝑢)
𝑑𝑑𝑢𝑢2

+ 𝑢𝑢
𝑑𝑑ℎ𝑃𝑃(𝑢𝑢)
𝑑𝑑𝑢𝑢

− ℎ𝑃𝑃(𝑢𝑢) = 0 (11.5) 

 
を見積もることができる 1)．したがって，この関数 ℎ𝑃𝑃(𝑢𝑢) 
を用いるとき，確率点 
 

𝑢𝑢 = 𝑘𝑘𝑛𝑛 (11.6) 
 
に関する直角三角形の三点の座標は，必ず 
 

  (0, ℎ𝑃𝑃′′(𝑘𝑘𝑛𝑛)) = �0,𝜙𝜙(𝑘𝑘𝑛𝑛)�, 
  (𝑘𝑘𝑛𝑛, ℎ𝑃𝑃′′(𝑘𝑘𝑛𝑛)) = �𝑘𝑘𝑛𝑛,𝜙𝜙(𝑘𝑘𝑛𝑛)�, 

(𝑘𝑘𝑛𝑛, ℎ𝑃𝑃′′(𝑘𝑘𝑛𝑛) + 𝑘𝑘𝑛𝑛ℎ𝑃𝑃′ (𝑘𝑘𝑛𝑛)) = �𝑘𝑘𝑛𝑛,𝜙𝜙(𝑘𝑘𝑛𝑛) + 𝑘𝑘𝑛𝑛Φ(𝑘𝑘𝑛𝑛)� 
 (11.7) 

 
として維持される． 
そこで，原点から確率点までの距離でもある 𝑘𝑘𝑛𝑛 を正

規化して考えるとき，常に標準正規分布の意味ある点を

維持した直角三角形が構成され，このときの高さが確率 
Φ(𝑘𝑘𝑛𝑛) と等しいことがわかる．したがって，古典的な確

率を意味するというよりも幾何学的にこのような特徴を

持ち合わせていることを発見していたので，貴金属比の

類似比に数学的にというよりも美を追求する形でこの特

徴を応用している．したがって，原点を中心とする左右

対称の確率分布の場合には，本研究で扱う 𝑛𝑛 = 12 の特

徴は示すことができることもご想像がつくはずである． 
一方で，このような分布では原点 𝑘𝑘12 = 0 がこのと

きに意味を持つことを示せるのだが，標準正規分布のよ

うに確率密度の頂上に位置する極めて特別な分布である

ことは示せないようである．そこに，長半径が  
 

�𝑚𝑚𝑛𝑛 = Φ(𝑘𝑘𝑛𝑛)−1 (11.8) 
 
短半径が 
 

�𝑚𝑚𝑛𝑛 − 1 = √𝑛𝑛Φ(𝑘𝑘𝑛𝑛) (11.9) 
 
となる同じ焦点 (±1,0) を有する楕円を用いながら， 
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𝑛𝑛 = 1 のときのケプラー三角形から始まり，𝑛𝑛 = 12 の
ときの正三角形に至るまでの特徴 2) 
 

𝑚𝑚𝑛𝑛(𝑚𝑚𝑛𝑛 − 1) = 𝑛𝑛 (11.10) 
 
すなわち 
 

Φ(𝑘𝑘𝑛𝑛)−2 = 1 + 𝑛𝑛Φ(𝑘𝑘𝑛𝑛)2 (11.11) 
 
に基づいて創作活動を試み，本研究ノートでは続報とし

て標準正規分布の特徴を深堀した考察をまとめている． 
以上，本研究で取り扱った貴金属比の類似比と標準正

規分布との関連付けについて付録として記述しておく． 
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図35 標準関分布を貴金属比の類似比と関連付けた特徴例図 

Fig. 35 The concept of this research note about similar metallic ratios with standard normal distribution 
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