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第2章 微小振幅波理論

内容は教科書と同じです。まずは教科書を見て、次にこのノートを参考にして下さい。

2.1 理論の仮定

1. 完全流体 (非圧縮，非粘性)

2. 外力は重力のみ (表面張力，引力は無視)

3. 水面の圧力は０とする

4. 一定水深，不透過な水底

5. H/L¿ 1(微小振幅の仮定)

6. 保存波 (定型波)=⇒ sin,cosで表す．

7. 渦なし，速度ポテンシャルΦ(φ)が使える

8. 一方向に進む，鉛直２次元的な波

2.2 基礎方程式

連続式 　水平，鉛直流速を u = u(x,z, t),w = w(x,z, t)とすると (仮定 1，8)

∂u
∂x

+
∂w
∂z

= 0

速度ポテンシャルの定義 　 φ = φ(x,z, t){m2/s}(仮定 7)

u =−∂φ
∂x

， w =−∂φ
∂z

(2.3)

ラプラスの方程式 　上式の流速を連続式に代入する

∂ 2φ
∂x2 +

∂ 2φ
∂z2 = 0 (2.2)

これが速度ポテンシャルの基礎方程式となる．

水面の波形 水位変動 η は次のように仮定する1(仮定 6，8)

η =
H
2

cos2π
( x

L
− t

T

)
= acos(kx−σt) (2.4)

ここで，a = H/2；振幅，k = 2π/L；波数，σ = 2π/T；角周波数

1cosでも sinでも同じような結果になる。どこがどう変わるかは自分で確認できるでしょう。kxと σ t は符号が同じ
(足し算の)場合は波が x軸の負の方向に波が進行する。正の方向に波を進めるために、この式のように符号を逆 (引き算)
にする
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2.3 境界条件

水底 　水底で鉛直方向流速 w が 0 (仮定 4)

w =−∂φ
∂z

= 0 atz=−h (2.5)

水面　その１ 運動学的境界条件 (仮定 5)

w =−∂φ
∂z

=
∂η
∂ t

atz= η ≈ 0 (2.6)

水面の水粒子は水面から飛び出さない．水没しない．
=⇒水面にある水粒子はいつまでも水面にある．
=⇒水面の上昇速度 ∂η

∂ t
は水面の水粒子の鉛直方向流速に等しい．

水面　その２ 　力学的境界条件 (仮定 3,5)

水面の圧力は大気圧に等しい，=⇒ p = 0 (仮定 3)

圧力は非定常ベルヌーイの式で与えられる．

−∂φ
∂ t

+
1
2

(
u2 +w2)+

p
ρ

+gz= 0

水理学の教科書の式 (3.4)(p.32)でΩ = gzを代入した式
(仮定 5)を用いると2、次のように書き換えられる．

−∂φ
∂ t

+
p
ρ

+gz= 0　 (2.7)

これを水面に適用すると (仮定 5)

−∂φ
∂ t

+gη = 0　 atz= η ≈ 0 (2.8)

2波動成分 (変動する成分) である、
∂φ
∂ t

,u,w,( p
ρ + gz) はすべて波形勾配 H/L に比例する量になります。したがって

u2,w2は (H/L)2に比例する量になり、微小振幅の仮定から無視できます。後に微小振幅波理論の結果が出てから各自で
確認して下さい。
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2.4 基礎方程式と境界条件のまとめ

基礎方程式⇐⇒ラプラスの方程式

∂ 2φ
∂x2 +

∂ 2φ
∂z2 = 0 (2.2)

境界条件式

水底 　

∂φ
∂z

= 0 atz=−h (2.5)

水面　その１ 　運動学的境界条件

−∂φ
∂z

=
∂η
∂ t

atz= 0 (2.6)

水面　その２ 　力学的境界条件

−∂φ
∂ t

+gη = 0　 atz= 0 (2.8)
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2.5 ラプラス方程式を解き速度ポテンシャル φ を求める

(2.2)を解いて φ を求める．

1. (2.7)に (2.4)を代入し，時間で積分する．
☞水面の力学的境界条件を満たす．

φ(x,0, t) =−ga
σ

sin(kx−σt)

φ の x, tに関する関数の形が分かった．
☞φ の zに関する関数の形を決める．

2. φ = Z(z)sin(kx−σt) (2.9)と仮定する．

=⇒ Z(0) =−ag
σ

3. (2.9)を (2.2)に代入
(

d2Z
dz2 −k2Z

)
sin(kx−σt) = 0

d2Z
dz2 −k2Z = 0 (2.10)

4. (2.10)を解く

Z(z) = Aekz+Be−kz −→ A,Bを決める

(2.9)に代入

φ(x,z, t) = (Aekz+Be−kz)sin(kx−σt) (2.11)

5. 水底の境界条件式 (2.5)に (2.11)を代入する

∂φ(x，z，t)
∂z

|z=−h = k(Ae−kh−Bekh)sin(kx−σt) = 0

Ae−kh−Bekh = 0 =⇒ A = Be2kh

6. A = Be2khを (2.11)に代入して，整理する．

φ(x,z, t) = 2Bekhcoshk(h+z)sin(kx−σ t) (2.12)

(付録参照)

7. (2.)に戻る．=⇒ Bを決める．

Z(0) = 2Bekhcoshkh=−ag
σ

B =−ag
σ

1
2ekhcoshkh

8. 速度ポテンシャル φ(x,z, t)は

φ(x,z, t) =−ag
σ
· coshk(h+z)

coshkh
sin(kx−σ t) (2.14)
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2.6 分散関係式

？　水面の条件 (2.6)は満たすのか？
？　 k と σ は勝手に決めたがこれでいいのか？

φ (2.14)と η (2.4)を (2.6)に代入

agk
σ

sinhkh
coshkh

sin(kx−σt) = σasin(kx−σt)

整理する=⇒ σ2 = gktanhkh (2.15)　分散関係式
k = 2π/L, σ = 2π/T を用いて書き換える．

L =
gT2

2π
tanh2π

h
L

(2.16)

=⇒波長と周期と水深は一定の関係がある．
=⇒波長と周期を勝手に決めることはできない．
(2.16)を周期 T で割る．

L
T

= C =
σ
k

=
gT
2π

tanh2π
h
L

(2.18)

=⇒関数 tanhの中にも Lが入っていて Lが求められない．

2.6.1 深海波と長波 (極浅海波)

(2.16)や (2.18)の極限 kh−→ 0と kh−→ ∞ を考える．
極限　その１ (深海波)

kh−→ ∞あるいは
2πh
L

−→ ∞

lim
kh→∞

tanhkh= 1

(2.15)で考える．

σ2 = gk

k = 2π/L, σ = 2π/T を用いて書き換える．

L =
gT2

2π
周期だけで決まる．水深は関係ない．

深海波の時=⇒ h/L > 1/2

Lo =
gT2

2π
, Co =

gT
2π

下添字 oは深海波の場合の量を表す
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極限　その２ (長波)kh−→ 0

lim
kh→0

tanhkh= kh

(2.15)で考える．

σ2 = gk(kh) = gk2h

=⇒C2 = gh

長波の時=⇒ h/L < 1/20

C =
√

gh =⇒波速は水深だけで決まる
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Hypbolic関数とそのグラフ

(Aekz+Be−kz) = B(e2khekz+e−kz)
= Bekh(ekhekz+e−khe−kz)
= Bekh(ekh+kz+e−(kh+kz))
= 2Bekh(ek(h+z) +e−k(h+z))/2

= 2Bekhcoshk(h+z)

coshy =
ey +e−y

2
sinhy =

ey−e−y

2
tanhy =

sinhy
coshy

cosy =
eiy +e−iy

2
siny =

eiy−e−iy

2i
tany =

siny
cosy

(coshky)′ = ksinhky (cosky)′ =−ksinky

(sinhky)′ = kcoshky (sinky)′ = kcosky

cosh2ky−sinh2ky= 1 cos2ky+sin2ky= 1
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