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確率と統計

１．不確定事象と確率

ある事柄が起こる確からしさを表す数量を確率といい、これの平均値などを確率的パラ

メータという。また考察の対象としている事柄を事象と呼ぶ。確率を導入する背景には、

事象に幾つかの不確定要素を含むためであり、これの具体的要素（例えば建設現場での建

設機械の故障の生起や故障台数、上水道用水の使用量や不足量、不足の発生頻度など）を

不確定事象と呼ぶ。不確定事象に対して確率や確率的パラメータを用いることにより、判

断や現象のモデル化が行えるようになる。

（１）確率の定義

１）事象の関係と用語

・和事象：A または B が起こるという事象 BA

・積事象：A と B が同時に起こるという事象(A かつ B) BA

・部分事象： A が起こるならば B が必ず起こる場合(A は B に含まれる) BA

・余事象：全事象に対する以外のすべての事象 A

・空事象：起こりえない事象 

・排反：A と B が同時に起こることがない場合  BA

２）確率の定義と３公理

【公理 1 】確率は、必ず 0 以上 1 以下となる   1EP0 

【公理 2 】全事象Ωの起こる確率は 1   1ΩP 

空集合Φとなる確率は 0   0ΦP 

【公理 3 】排反事象 A, B に対しては、      BPAPBAP 

余事象をA とすると    AP1AP 

事象 A, B が排反でない場合        BAPBPAPBAP 

確率は、標本空間の性質によって先験的に定まっているものと考える。統計は、標本空

間の性質が未知の場合などで観測データから確率を推定することなどを主な狙いとする。

実験(試行)をn 回繰り返して，そのうち A が出現する回数を k とする．

A の出現確率：  
n

k
limAP
n 

 と書く。

３）独立と従属、条件付き確率

・条件付き確率：A が起こったという条件の下で B が起こる確率  ABP

           APABPBAPAPBAPABP  ,/ （乗法定理）

   BAPBAP 
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・独立：A が起こったという条件の下で B が起こることがない場合      BPAPBAP 

   BPABP  又は      APBPBAP 

・従属：事象どうしが独立でない場合      BPAPBAP 

４）ベイズ(Bayes)の定理





n

1i
iAΩ で j)(iA,A ji  が排反のとき
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B)P(A
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 BAP i
：事後確率

 iAP ：事前確率

２．確率分布

標本のある事象（例えば、建設機械の故障の有無とか故障数など）の出現確率を考える

ときに、この事象に充てる数値（例えば故障の有無で有を「１」に無を「０」にし、故障

数はそのまま数を用いるなど）をX などの文字を使用して、確率を表現するための変数と

いうことで、このX を確率変数という。そして、X の出現確率を  XP で表す。

実際に事象 i が生じた値を ix とおくと( ix は確率変数X の実現値という)、  ixXP  を  ixp

とおくとき、これを確率関数といい、この関数を X の確率分布と呼ぶ。

また、       )()( xdxxfxpxXxP
j

i

x

x
i For

k

ji
kj  



を累積分布関数または単に分布関数という。

なお、  


k

ji
ixp は離散形で  

j

i

x

x
dxxf は連続形である。

（１）期待値（平均値）、分散、モーメント

モーメントは下式で定義する。期待値、分散などはモーメントに属することが理解できる

であろう。

離散形：  


k

i kpk

連続形：  



dxxfx i

1)期待値（平均値）  XE

期待値（平均値）は 1 次モーメントのことであり   μXE  で表す。
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k

kpkXE 、    



 dxxfxXE

例）バス発着時刻が毎時 0 分、15 分、35 分とすると、待ち時間の期待値（平均値）は 10

分 25 妙である。
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関数の期待値

    bXEabaXE 

     YEXEYXE 

       YX,CovYEXEYXE  、独立なら      YEXEYXE 

  












i

i

i

i XEXE

2)分散  XV

分散は平均値まわりの 2 次モーメントのことであり   2σXV  で表す。

   





k

2
kpμk 、    




 dxxfμx

2

なお           22222 2)( μXEμXEμXEμXEXV 

関数の期待値

   XVabaXV 2

       YX,2CovYVXVYXV  、独立なら      YVXVYXV 

   















ji

ji

i

i

i

i X,XCov2XVXV 、独立なら   












i

i

i

i XVXV

・標準偏差：分散の正の平方根
2σσ  で示す

（２）同時確率分布

確率変数 ),( YX に対して，事象{X=xi}，事象{Y=yi}の積事象{X=xi，Y=yi}の確率の分布

を同時確率分布といい、離散形の場合は    jiji yY,xXPy,xp  、連続形の場合は

       


y x

dydxyx,fyY,xXPyx,F である。同時分布では周辺密度関数が重要な役目

を果たし、  



 dyyx,f(x)f x をX の周辺密度関数、  




 xdyx,f(y)f y をY の周辺密度関数
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という。また、    
j

jiix y,xpxp 又は          






x

x

x

x dxxfdxdyyx,fxXPxF をX の

周辺分布といい、    
i

jijy y,xpyp 又は          






y

y

y

y dyyfdydxyx,fyYPyF をY

の周辺分布という。なお、       1y,xpypxp
i j

ji

j

jy

i

ix   或いは     1,0  xx FF 及

び     1F0F yy  , である

・独 立

YX, が「独立」であるとき、離散形の場合は      jixji ypxpy,xp  、連続形の場合は

     yFxFyx,F yx  及び      yfxfyx,f yx  が成立する。

・各確率変数に対する平均，分散

X について

平均：      dxxxfdxdyyx,xfXE x 













分散：            dxxfXExdxdyyx,fXExXV x
22

 













Y について

平均：      dyyyfdydxyx,yfYE y 













分散：            dyyfYEydydxyx,fYEyYV y
22

 











 ■結合２次モーメント

・確率変数 X と Y の相互関係を表す指標

    







 dydxyx,xyfXYE 又は  

n

yx
XYE

i ii


YX, が独立であれば          YEXEdyyyfdxxxfXYE yx  








・結合２次モーメント

X，Y の平均値まわりの結合 2 次モーメント           







 dydxyx,fYEyXExYX,Cov

又は  
  

n

yyxx
YX,Cov

i ii 
 を X と Y の「共分散」という。

・相関係数：
 

yxσσ

YX,Cov
r 

・関数の期待値
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平均

１次元変数：離散形       
i

ii xpxXE  、連続形       dxxfxXE 



 

2 次元変数：離散形       
i j

jiji y,xpy,xYX,E  、連続形        







 dxdyyx,fyx,YX,E 

分散

   2)(  XEXV 、共分散    ))(( yx   YXEYX,Cov

３．標本分布

（１）２項分布

事象と and 余事象のように 2 通りしか生じえない事象を対象としたもの

n 回のベルヌーイ試行で，事象 Aが k 回出現する確率

    knk
kn ppCkXP


 1

    npppCkpkXE
k

knk
kn

k

 









1

        pnpXEXEXV  1
22

例）ダーツの命中率とする。当たりと外れに確率変数を対応させ、命中のとき１外れのと

き 0 とすれば、この分布の平均値と分散は次のようになる。

 
    pqqppqqppppXEXV

pqpXE
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これをｎ回行うとき、ｎ倍して     npqXVnpXE  , となる。下記の計算方法もある。
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xynpqpCnpqpCnpxPxxE 但し

であるから、先ず第一項目は、
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（２）ポアソン(Poisson)分布

事象の出現確率が小さいものに使われる．

希少現象である事象が k 回出現する確率をもとめてみよう。二項分布の平均値 npμ  であっ

たが、これを一定に保ちながら 0,  pn とすると得られる。

但し、 npλ  とする。
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全確率は 1
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ee
k

λ
ee

k

λ となる。なお、     λXVλXE  , である。

（３）幾何分布

t 回目の試行で，初めて事象 Aの出現する確率
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（４）指数分布：幾何分布を連続時間で捉えたものである

t という時間内に，事象 Aが初めて出現する確率
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（５）ガンベル分布

ロジットモデル(交通計画でよく用いられる)の導出の際に使われる分布
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（６）正規分布

歴史的に偶発誤差の分布法則（1.絶対値の小さい誤差は大きい誤差より高い確率で生じる、

2.絶対値の等しい正負の誤差は同じ確率で生じる、3.絶対値の非常に大きな誤差の生じる確

率はゼロに近い）として研究され、統計の理論と応用の両面から最も重要な分布である。

数学者の名をとってガウス分布とも呼ばれる。p.d.f.は下式で示される。この関数は μとσに

よって定まるから、これを ),( 2σμN と記すことが多い。

 
2

2

1

2

1 






 


 σ

μx

e
σπ

xf

この関数の形状は μx  で最大となり、左右対象で、

x が μ から遠ざかるに従い、  xf の値は０に近づ

いていく。点 σμx  は  xf の変曲点である。

また、これの c.d.f.は下式の通り。

  


x

dxxfxXPxF )()(

正規分布の p.d.f.は二項分布から誘導される。以下、これを示す。
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2

1
)(ln)()(ln)(ln

1

)1(

1

)(
)(ln,

)(

11
)(ln

1
lnln0)(ln

)1ln(ln)ln(ln)(ln,ln!ln'*
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p
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するとの回りでテーラー展開を

となる。

また全確率が１、すなわち 1)()(
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とするためには 
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を解く必要がある。まずは簡潔な式 
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全確率の定理 1)( 
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なお上記については、次の簡略解法も紹介されることが多い。
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正規分布の平均値と分散は以下のようになる。
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・正規分布の標準化

確率を求めるときは、一般の正規分布 ),( 2σμN ではなく標準正規分布 )1,0(N を用いて標

準正規分布表から求める。標準正規分布は、確率変数 X を標準化（
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 ）すること

により求められる。
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 と表現することが多く、  xΦ のx は x 値その

ものであるが、   duuφ
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の x は
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 と変換した値であり、注意を要する。

巻末□表は標準正規分布 )1,0(N において 0x の（0～3）の各値に対して
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の確率を示した表である。

定理１ 正規分布の加法性：確率変数 YX , が独立で、それぞれ ),(),,( 2
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うとき変数 YX  は ),( 2
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－証明－

YX , の p.d.f.を次のようにする。
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となる。

YXZ  でも全く同様の方法で証明される。なお、式の整頓では下式のように、・の部分

を先の平方式で生じる項の相殺項として加えて整理すると見通しよく整理できる。
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定理２ 確率変数 ),,2,1( niX i  が互いに独立でそれぞれ ),( 2
ii σμN に従うとき、





n

i
ii XaX

1

は ),( 222
2

2
2

2
1

2
12211 nnnn σaσaσaμaμaμaN   に従う。

X が ),( 2σμN に従うときaX は ),( 22σaμaN に従うので（下記参照）、上記の定理より導か

れる。
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σaπ
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yhpdfaXY
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系 確率変数 ),,2,1( niX i  が互いに独立で ),( 2σμN に従うとき、 



n

i
iX

n
X

1

1 は










n

σ
μN

2

, に従う。これは定理４で 22,,
1

σσμμ
n

a iii  の場合に当たる。

定理３ 中心極限定理：確率変数 ),,2,1( niX i  が互いに独立で、平均値と分散が
2, σμ と

なる分布に従うとき、分布の形はどうであっても、n が十分大きいとき 



n

i
iX

n
X

1

1 とすれば、

nσ

μX  の分布は  1,0N に近づく。 証明略。

（７）カイ二乗分布

確率変数 ),,2,1( niX i  が互いに独立でそれぞれ )1,0(N に従うとき、 



n

i
iXχ

1

22 なる

統計量は次の p.d.f.の分布に従う。 2χ 値は当然、確率変数である。これを自由度 n のカイ二

乗分布という。
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カイ二乗分布の形状はn の大きさによって定まる。よってn はこの分布の母数に当たる。図

は n ＝1,2,3,4,5 に対してのカイ二乗分布を示したものである。

巻末□表は、自由度１～30 までの αχdχfχχP
χ

 


222
0

2 )()(
2
0

を満たす確率αの各値（0.99

～0.001）に対する
2
0χ の値を示したものである。自由度n でこの式を満たす

2
0χ を自由度 n の

カイ二乗分布のα点といい、 )(2 αχn で示すことが多い。

カイ二乗分布の p.d.f.を誘導してみよう。その前にガンマ関数とベータ関数が前知識として

必要となるので、これについて簡単に紹介しておく。

1)ガンマ関数の性質

ガンマ関数は次式で定義される。

s)(dxexΓ(s) xs  


 0
0

1

いくつか具体例を計算してみよう。



計画学 無断転載・複製禁止

13

 

)Γ(n
n

)dxe(
n

x
e

n

x
dxexΓ(n)

edxe)Γ(

x
n

x
n

xn

xx

1
1

11

0
0

0

1

0
0



























 

よって自然数n に対して、 n!)(n)n(n(n)n)(n  111 となる。ガンマ関

数は階乗の概念を実数ないしは複素数にまで拡張したものである。また、ガンマ関数の積

についてみると、以下のようになる。
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D

yxqpyqxp  








ここで
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であるから多変数の微積分の定理から uvdudvdxdy 4 となるので、




D

vuqp dudvevuqp )(1212 22

4)()( と置換される。 さらに、
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ここで、第一項の積分式は、 xr 2
とおいて、
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第二項の積分式は、 xθ 2cos とおいて、

),(
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)1(
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1
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()1(sincossincos
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11
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よって、
)(
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),(
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qpB




 が成り立つ。但し、 ),( qpB はベータ関数と呼ばれるもの

で、次のように定義されるものである。
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2)ベータ関数の性質
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2

2

ガンマ関数とベータ関数の概要が分かったのでカイ二乗分布の p.d.f.を誘導しよう。

－誘導－

確率変数 X が標準正規分布 )1,0(N に従っているとき、
2XY  の c.d.f F 、p.d.f. f を考

える。
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となる。これは自由度１のカイ二乗分布と呼ばれる。

カイ二乗分布は再生性があり、二つの確率変数 2
1χ 、 2

2χ が独立で、自由度がそれぞれ
1n 、

2n のカイ二乗分布に従うとき、 2
2

2
1

2 χχχ  なる確率変数 2χ は自由度 )( nm  のカイ二乗分

布に従う。

以下これを確認するが、煩雑さを避けるため YXZnnχYnmχX  ,,, 2
2
2,1

2
1

のよ

うに記号を変更して YXZ  のカイ二乗分布をみてみる。

YXZ  において、X とY の同時 p.d.f.を ),( yxf とするとき、X とY は独立なので、

)()(),( yfxfyxf nm であり、Z の c.d.f を )(ZG とすれば、
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となる。但し、途中で zty  とおいて置換積分を行っている。最後の積分の項はベータ関

数であり，ベータ関数とガンマ関数との関係
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 を用いると )

2
,

2
()1(

1

0

1
2

1
2

nm
Bdttt

nm




であるからして
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となり再生性があることがわかる。

■ ),( 2σμN から得られた標本を ),,2,1( niX i  とするとき





n

i
i μX

σ
χ

1

2

2

2 )(
1 は、

σ

μX i  が )1,0(N に従うから、自由度 nのカイ二乗分布に従う。

■ ),( 2σμN から得られた標本 ),,2,1( niX i  の平均を X とするとき

nσ

μX
χ

2

2
2 )( 
 は、 X が 









n

σ
μN

2

, に従い、
nσ

μX  は )1,0(N に従うから、自由度 1 のカイ

二乗分布に従う。

（８）F 分布

定理４ 二つの確率変数 2
1χ 、 2

2χ が独立で、自由度がそれぞれ
1n 、

2n のカイ二乗分布に従う

とき、

2
2
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1
2
1

nχ

nχ
F  なる確率変数F は、次の p.d.f.をもつ分布に従う。
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これを自由度 ),( 21 nn の F 分布という。

図は自由度 ),( 21 nn が )1,1( 、 )2,1( 、 )5,1( の F の形状を示したものである。巻末□表は自由度

),( 21 nn のそれぞれに対応して αdFFfFFP
F

 


)()(
0

0
を満たす

0F の値を示したものであ

る。但し、この表は通常慣用されている 05.0α と 01.0α について示した。自由度 ),( 21 nn で

この式を満たす定数
0F を自由度 ),( 21 nn の F 分布のα点といい、 )(

21 , αF nn
で示す。
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F 分布の p.d.f.を導出してみよう。煩雑さを避けるため
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のように記号を変更する。
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となる。

■ ),( 2σμN から得られた標本 ),,2,1( niX i  の平均を X とし、 






n

i
i XX

n
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1

22 )(
1

1 と

するとき、
nσ

μX
2

2)( 
は自由度１のカイ二乗分布、 
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i
i XX

σσ

Un
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22

2

)(
1)1(

は自由度

1n のカイ二乗分布で、かつ独立であるから、上記定理より
2

2)(

U

μXn
F


 は自由度

)1,1( n の F 分布に従う。

■ ),( 2σμN から、大きさ 21, nn の独立な標本をとるとり、それぞれの標本平均を 1X 、 2X ；

不偏分散を
2

1U 、
2
2U とし、

2

)1()1(

21

2
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2
112






nn

UnUn
U とおけば、
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2
21 )(
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は自由度 )2,1( 21  nn の F 分布に従う。
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何故なら、第 1 に、 
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n
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n

i
i XXXXUnUn に当たるか

ら、カイ二乗分布の加法性から
2

2
21 )2(

σ

Unn 
は自由度 )2( 21  nn のカイ二乗分布に従

う。一方、第 2 に、 1X 、 2X はそれぞれ 
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2
212

21

21 )(
)(

XX
σnn

nn



は自由度 1 のカイ二乗分布に

従う。この 2 つのことから、定理５と正規母集団 ),( 2σμN の平均と分散における独立性に

より導かれる。

■共通の分散をもつ ),( 2
1 σμN ),( 2

2 σμN から、それぞれ大きさ 21, nn の標本をとるとき、

その不偏分散を
2
2

2
1 , UU とすると、 
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それぞれ自由度 1,1 21  nn のカイ二乗分布に従うから、上記定理から
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F  は自由度

)1,1( 21  nn の F 分布に従う。

（９）ｔ分布

確率変数 X は )1,0(N に従い、確率変数 2χ は自由度n のカイ二乗分布に従い、互いに独立

のとき、
nχ

X
t

2
 は次の p.d.f.をもつ分布に従う。
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これを自由度n のt分布という。図のように )(tf は縦軸に

関して対称である。

巻末□表は自由度n のそれぞれに対してαが 0.50、0.25、0.10、0.05、0.025、0.01、0.005

であるとき、 αdttfdttfttP
t

t

 


 0

0

)()()( 0 を満たす 0t を示したものである。自由度

n でこの式を満たす定数 0t を、自由度n の t 分布のα点いい、 )(0 αt で示す。
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t分布の p.d.f.を誘導してみよう。
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となる。

■ ),( 2σμN から得られた標本 ),,2,1( niX i  の標本平均 
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、標本分散
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i XX
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22 )(
1 、不偏分散 
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1 とするとき、
σ

μX
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 とすれば iY は

)1,0(N に従うから、
σ

μX
Y


 、 
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i

n

i
i YY
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σ
XX

n
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1

2
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1

22 )()(
1 であることから、

)1()(
1

1

2
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nYY

Yn

nS

μX
t

n

i
i

となり、 Yn は )1,0(N に従い、



n

i
i YY

1

2)( は自由度 1n のカイ二乗分布に従うから、

nU

μX

nS

μX
t

22 1







 は自由度 1n の t分布に従う。
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４．標本データ

（１）標本

検討の対象となるもの（例えば実験用試料（供試体）、生物等々）全体の一つを標本と言い、

これらの属性（大きさ、重さ、耐力等）の値を標本値と言う。標本全体の集合を母集団と

言い、標本数が無限の場合を無限母集団、有限の場合を有限母集団という。

（２）標本平均、標本分散、不偏分散

平均： 



n

1i

ix
n

1
x

分散：  



n

1i

2
i

2 xx
n

1
s

標本相関係数；
yx

xy

SS

S
r 

  



N

1i

iixy yyxxS 、  



N

1i

2
i

2
x xxS 、  




N

1i

2
i

2
y yyS

不偏分散；  






n

1i

2

i
2 xx

n

1

1
u

５．統計的推定

通常、我々は母集団については未知の点が多く、そこから取り出された標本についての

情報を得ているだけの場合が多い。この限られた情報から母集団の特性を示す母数（母平

均や母分散など）を推論しようというのが推定である。推定は標本分布の理論に基づくこ

とになるため、母集団については未知と雖も、その分布の型は正規分布や二項分布など既

知であることを条件とする（但し、ノンパラメトリック推定は除く）。推定の方法には点推

定と区間推定がある。

（１）点推定の方法

点推定は、標本 nXXX ,,, 21  を用いて未知母数θを最もよく表現できると思われる標本

の関数 ),,,(ˆ 21 nXXXθ  をつくり、これに実現値（実際に得られた標本値）を代入して

),,,(ˆ 21 nxxxθ  でθを表現する方法である。この ),,,(ˆ 21 nxxxθ  は幾通りも考えることが

できる。具体的な例として

母平均 μの点推定

)x(x
n

1
μ̂

i
i   x ：標本平均
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母分散の点推定

母平均が既知のとき   
i

i μx
n

σ
22 1

ˆ

母平均が未知のとき   )S(xx
n

σ
i

i
222 1

ˆ  

  )
1

1
ˆ 222 U(xx

n
σ

i
i 


 

母平均が未知のとき推定量が 2 つ示されているが最も好ましいのはどれだろうか。この好

ましいという条件は何を基準にすればよいだろうか。このためには、次の三つの観点があ

るといわれる。

①不偏性： θθE )ˆ(

この時の θ̂を不偏推定量という。

②一致性：   1|ˆ|lim 


εθθP n
n

（
nθ̂ がθに確率収束する）

この時の
nθ̂ を不偏推定量という。

③有効性：同じ不偏性をもつ θ の推定量 21
ˆ,ˆ θθ について、     θθEθE  21

ˆˆ 及び

   22

2

1
ˆˆ θθEθθE  のとき、推定量 1θ̂ は 2θ̂ よりも有効であるといい、分散の最小となる

ものを有効推定量という。

先の母平均が未知のときの不偏推定量は

            

    222

2
2

222222

1

11111

σSE
n

n
UE

σ
n

n

n

σ
nσ

n
μxnEμxE

n
μxμxE

n
xx

n
ESE

ii
i

i
i

i
i












































 

より
2U である。

（２）区間推定の方法

点推定は未知母数の値を標本から直接、推定量として得たものであるが、どれだけ信頼

してよいものかの確率的背景にとぼしい。この点を補うものに区間推定の方法がある。

これは信頼度   αθθθP HL  1ˆˆ となる信頼区間  HL θ,θ ˆˆ を求めることである。α=0.05
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などが頻繁に用いられ、この場合は信頼度 0.95（又は 95％）ということになる。

区間推定の種類と利用する確率関数

① 母平均の区間推定

１）母分散
2σ が既知の場合

標本平均 x は標本数が十分大きければ ),( 2 nσμN の正規分布にしたがう。このことから

n

x




は標本数が十分大きければ )1,0( 2N の標準正規分布にしたがう。

いま標準正規分布の両側をとるとして αduuφduuφuφP
u

u

 


 0

0

)()()( 0 を満たす

0u を、標準正規分布のα点と呼んで )2/(0 αu で示そう。信頼度は   αθθθP HL  1ˆˆ で

あったから )2/(0 αu 点が信頼限界点となる。当然、αは図のように両側の面積の和である。

ゆえに

α
α

u
nσ

μXα
uP 

































 1

22

を満たすμを求める。 x はデータから明らかであり、

信頼度 95％で求めるとするならばα=0.05 と予め設定し、 )025.0(uu 








2

α
となる値を

標準正規分布表から得ることでμは求められる。つまりＰの括弧内を変形して、

n

σα
uxμ

n

σα
ux 



















22
により求められる。

２）母分散
2σ が未知の場合

正規母集団 ),( 2σμN において μの推定量として標本平均 



n

i
iX

n
X

1

1 をとり、１）の統計量

nσ

μX  のσは未知のため、σのかわりに不偏分散
2U の平方根U を用いるとき、

nU

μX
t


 は

自由度 1n の t 分布に従う。ゆえに、信頼度 α1 で ααt
nσ

μX
P n 












 1)(
||

1

ここでの )(1 αtn は図のｔ分布のα点であり、値はｔ分布表から求め

られる。

-u(α/2)

正規分布

2

α
2

α

u(α/2)

-t(α)

2

α
2

α

t(α)
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    α
n

U
αtXμ

n

U
αtXP nn 









  111

よ り 確 率 変 数 UX , に 対 す る 実 現 値 を ux, と し て 、 信 頼 区 間 は

   








 
n

u
αtx

n

u
αtx nn 11 , である。

U の代わりに S を用いる場合は
n

U
を

1n

S
とすればよい。また、統計量 t の代わりに

Ft 2
を用いてもよい。この場合

nU

μX
F

2

2)( 
 は自由度 )1,1( n のF 分布に従う。

② 母分散の区間推定

１）母平均μが既知の場合 自由度 n のχ(カイ)2 乗分布

２）母平均μが未知の場合 自由度 n－１のχ(カイ)2 乗分布

正規母集団 ),( 2σμN から得られた標本 ),,2,1( niX i  の標本平均を 
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とするとき
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 は自由度 1n のカイ二

乗分布に従うから、信頼度 α1 で
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は図の自由度 1n のカイ二

乗分布の 
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2

α
点であり、カイ二乗分布表から求められる。変形して
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よって ),,2,1( niX i  及び X の実現値 ),,2,1( nixi  、 x に対して
2σ の信頼区間は
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である。

５．統計的検定

検定は、先述の母数の推定方法をもとに、母集団に対するある種の予想（仮説）をたて、

標本を調べることにより、この仮説の正否を判定する方法である。

（１）仮説検定

例えば、1 枚の硬貨を 10 回投げて表の出る回数が 1 回だけだったとすると、この硬貨は

正常につくられているだろうかという疑念が生じる。正常な硬貨なら表が出る確率θは 21

であろうから、今回の場合の出現確率は     01.02121)1(
91

110  CXP と極めて小さく常

識的におかしい。さらに常識的におかしい事象として、表が 0 回、1 回しか出現しないとい

うのがあるし、反対に 9 回、10 回も出現するという場合がある。これらのいずれかの場合

が生じる確率は、 0215.0)10()9()1()0(  XPXPXPXP で非常に小さく、

この 10 回投貨の試行を 1000 回繰り返しても、この例以上はずれることは 21 回くらいしか

出現しないことを示している。よって、この硬貨は異常であると考えてもおかしくない。

この例の結果から、0.0215 の危険性はあるが、滅多に起こらないケース

は信用できないという立場にたてば、この硬貨は正常（ 21θ ）である

という前提（これを統計的仮説という）を否定してよいだろう。逆に、

表の出る回数が 3 回～8 回以内ならば、このケースは信用できないわけ

ではないので、この統計的仮説を否定はできない。このように、標本か

ら得られる統計量（上例の硬貨の表の出る回数など）の出現によって統

計的仮説を捨てる（棄却する）、或いは捨てない（採択する）ということ

を判断する手続きを統計的仮説検定という。仮説を棄却するか否かの判定の基準となる確

率を危険率（又は有意水準）といい、実現値がこの範囲にはいるとき、仮説は棄却される

ものとして、予め設定された統計量の値域を棄却域という。実際の検定では、通常、危険

率を 0.05 又は 0.01 とすることが多い。

以上を整理して検定の方式を以下の整理しておく。

1.検定しようとする母集団の未知の母数θに関して、統計的仮説 00 ; θθH  をたてる。

2.母集団からとられた標本により検定のための統計量R（以下、検定統計量という。記号は

推定で用いたものなどを適宜用いる。）をつくり、これの標本分布を定める。

3.予め定められた有意水準αに関して   αWRP  を満たす棄却域W を定める。
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4. 統計量の実現値R が、W 内なら 0H を棄却、そうでないなら 0H を採択する。

検定の結果、仮説 0H が棄却されるとき、この検定は有意であるという。

検定は、仮説 0H 自身が真か偽か、また検定の結果が棄却か採択か、により組合せとして

四つの場合がある。つまり、「1. 0H が真で採択」「2. 0H が真で棄却」「3. 0H が偽で採択」

「4. 0H が偽で棄却」がある。このうち 1.と 4.は正しい判断であったといえるが、2.と 3.

は誤った判断ということになる。2.を第 1 種の誤り、3.を第 2 種の誤りという。有意水準α

は第 1 種の誤りの確率を表している。一方、第 2 種の誤りに対しては危険率αのように確

率的な保障を明確に与えることはできないという問題を孕んでいる。しかるに統計的仮説

検定は 0H を棄却しようとする意図をもつことになり、この意味を含んで 0H を帰無仮説と

呼ぶことが多い。

なお、棄却域は種々考えられるが、統計量

の分布特性や第 2 種の誤りに対する配慮な

どから棄却域を両側にとって行う両側検定

と片側にのみ棄却域をとって行う片側検定

とがある。

（２）仮説検定の方法

１）平均値の検定

① 正規母集団 ),( 2σμN で母分散
2σ が既知のとき

帰無仮説 0H ； 0μμ 

検定統計量
nσ

μX
u 0
 は )1,0(N に従う。

有意水準（危険率）αに対する検定として両側検定の場合、
2

)(
α

uP α  の αu を )1,0(N から

求める。 αuu  なら 0H を採択、 αuu  なら 0H を棄却する。

②正規母集団 ),( 2σμN で母分散
2σ が未知のとき

帰無仮説 0H ； 0μμ 

検定統計量 








 







nU

μX

nS

μX
t 00

1
は自由度 1n の t 分布に従う。

有意水準（危険率）αに対する両側検定として   
2

1

α
αtP n  の )(1 αtn を t 分布表から求め
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る。なお )(1 αtn 表は )2/(1 αtn 値として表示されている。 )(1 αtt n＜ なら 0H を採択、

)(1 αtt n＞ なら 0H を棄却する。

２）平均値の有意差の検定

帰無仮説 0H ； 21 μμ 

検定統計量
21

2121

nn

nn

U

XX
t




 は自由度 221  nn の t 分布に従う。

ただし
22

)1()1(

21

2
22

2
11

21

2
22

2
11











nn

SnSn

nn

UnUn
U

有意水準（危険率）αに対する両側検定として   
2

221

α
αtP nn  の )(221

αt nn  を t 分布表か

ら求める。 )(221
αtt nn ＜ なら 0H を採択、 )(221

αtt nn ＞ なら 0H を棄却する。

３）分散の検定

①母平均μが既知の場合

帰無仮説 0H ；
2
0

2 σσ 

検定統計量
２σ

σn
Vμ

2ˆ
 は自由度n のカイ二乗分布に従う。

有 意 水 準 （ 危 険 率 ） α に 対 す る 両 側 検 定 と し て

2
1

2
12 αα

χP n 















 を満たす )2/1(2 αχn  、

22
2 αα
χP n 
















を満たす  2/2 αχn をカイ二乗分布表から求

める。




















22
1 22 α

χV,
α

χV nμnμ な ら 0H を 採 択 、




















22
1 22 α

χV,
α

χV nμnμ なら 0H を棄却する。

②平均μが未知の場合
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帰無仮説 0H ；
2
0

2 σσ 

検定統計量
２σ

Un
V

X

2)1( 
 は自由度 1n のカイ二乗分布に従

う。

有 意 水 準 （ 危 険 率 ） α に 対 す る 両 側 検 定 と し て

2
1

2
12

1

αα
χP n 
















 を 満 た す )2/1(2

1 αχn  、

22
2

1

αα
χP n 
















 を満たす  2/2

1 αχ n をカイ二乗分布表から求

める。


















 

22
1 2

1
2

1

α
χV,

α
χV nXnX

なら 0H を採択、 
















 

22
1 2

1
2

1

α
χV,

α
χV nXnX

なら

0H を棄却する。

４）分散の有意差の検定

母平均、母分散ともに不明の二つの母集団 ),( 2
11 σμN 、 ),( 2

22 σμN から得られた標本値で、

母分散
2
1σ と

2
2σ の有意差を検定する。

帰無仮説 0H ；
2
2

2
1 σσ  とする。

検定統計量
2
2

2
1

0
U

U
F  は自由度 )1,1( 21  nn の F 分布に従う。

有意水準（危険率）αに対する両側検定として

2
1

2
11,1 21

αα
FP nn 


















を満たす )2/1(1,1 21
αF nn  、

22
1,1 21

αα
FP nn 


















を満たす  2/1,1 21
αF nn  をカイ二乗

分布表から求める。 
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α
FF,

α
FF nnnn

なら 0H を採択、 
















 

22
1 1,101,10 2121

α
FF,

α
FF nnnn

なら 0H を棄却する。


