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black hole horizon = sonic horizon

2. Bose-Einstein Condensate (BEC)
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�BEC
black hole / white dwarf / supernova
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spacetime curvaturespacetime curvature matter distributionmatter distribution

geodesicsgeodesics

Einstein tensorEinstein tensor Energy-Momentum tensorEnergy-Momentum tensor

cosmological constantcosmological constant

Solve for metricSolve for metric
    (t,x,y,z)     (t,x,y,z) 
   (10 components)   (10 components)

Rµν − 1

2
gµνR + Λgµν = 8πG Tµν

TheThe EinsteinEinstein equationequation

gµν

dsds2 =
∑
µ,ν

gµνdxdxµdxdxν :=:= gµνdxdxµdxdxν

gµν =




gtttt gtxtx gtyty gtztz

gxxxx gxyxy gxzxz

gyy gyz

sysym.m. gzz




flatat spacetimespacetime (Mink(Minkowskiiwskii spacetime):spacetime):

dsds2 = −dtdt2 + dxdx2 + dydy2 + dzdz2

= −dtdt2 + drdr2 + r2(dθ2 + sinsin2 θdϕ2)





Several known theorems on Black Holes

BH Uniqueness Theorem Israel (1967), Robinson (1977), Carter (1971)

Any static solution of Einstein’s vacuum equations satisfying conditions (1)-(3) is spherically

symmetric and coincides with the Schwarzschild metric.

(1) it is asymptotically flat,

(2) it has an event horizon, and

(3) it has no singularities on or outside the event horizon.

ds2 = −(1 − 2M

r
)dt2 +

dr2

1 − 2M/r
+ r2(dθ2 + sin2 θdϕ2) (1)

Similarly, for stationary configuration, the Kerr metric.

ds2 = −∆

Σ
[dt − a sin2 θdφ]2 +

sin2 θ

Σ
[(r2 + a2)dφ − adt]2 +

Σ

∆
dr2 + Σdθ2 (2)

where

∆ = r2 − 2mr + a2(+q2), Σ = r2 + a2 cos2 θ,

BH No-hair Conjecture Ruffini-Wheeler (1971)

Regardless of the specific details of the collapse or the structure and properties of the collapsing

body, the resulting stationary black hole is described by a geometry specified by the parameters

M, J, and Q.
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時間

空間

① 物質が重力崩壊を
　 起こしてつぶれる

② ブラックホールが
　 形成される

事象の地平面

特異点

重力波

空間無限遠で測るエネルギー

光的無限遠で測る
エネルギー



Event Horizon (= definition of BH )

Apparent Horizon

Inside of Black Hole
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Hawking radiation [Nature 248 (1974) 30]
“ブ ラ ックホ ー ル 熱力学”

Law Thrmodynamics Black Holes

0th 熱平衡状態で は T 一 定 定常BH で は ， ホ ラ イ ズン 上で κ 一 定

1st dE = TdS+ work terms dM = (1/8π)κdA + ΩHdJ + ΦHdq

2nd δS ≥ 0 in any process δA ≥ 0 in any process

3rd
物理的プ ロ セスで は T = 0 実現不可能

(Nernst theorem)

物理的プ ロ セスで は κ = 0 実現不可能

(censorship conjecture)

温度の 正体???

曲が っ た 時空で の 場の 量子論 ⇒ 　 BH が 量子論的効果に よ り ， 温度T の Planck分布で 熱輻射

• Schwarzschild BH で は ，

T =
1

8πM



=
hc3

8πkGM





• Planckスケー ル に 対応す る 温度

　 　 T ∼ (κ/2π)(h̄/2k) ∼ 10−6(M�/M)K．

• BH の 寿命は 1071(M�/M)−3s．

• 太陽質量の BH に と っ て ， こ れ は 宇 宙年齢よ り も 十分長い ．

• 1015g 以 下の BHなら ば 現在ま で に 蒸発す る は ず で ， 最終段

階で の 放射は 1030 erg の バ ー ストが 0.1 s続く だ ろ う ．

+m-m

+m -m

+m-m

BHの蒸発!?
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Unruhに よ る 類似モ デル の 提案 (1981)

W.G. Unruh, Phys. Rev. Lett. 46, 1351 (1981)

動機 は ， Hawking輻射に 対す る 疑 問． Hawkingの 仮定

• 量子場が 重力場に 全く 影 響を 与え ない こ と

• 重力場が 量子化さ れ て い ない こ と

• 量子場の 波動方程式が す べ て の スケー ル で 成立す る こ と

を 検証す る 手段と して ， 流体力学で の 類似モ デル を 提案 ．

〈〈結論 〉〉

• 渦 なし (irrotational)・ 粘性なし (inviscid)・ barotropicな流体中の 音波の 方程式は ， 曲が っ

た 時空で の masslessスカラ ー 場の 方程式と 等価で あ る ．

• 量子化さ れ た 音（ phonon場） は ， 曲が っ た 時空で の 量子場理論と 等価で あ る ．



Unruhに よ る 類似モ デル

1. 流体の 基 礎方程式は ， 連続の 式と Eulerの 式． 外力Φ = 0と す る ．

∂tρ + ∇ · (ρ v) = 0, (1)

ρ
dv

dt
≡ ρ [∂tv + (v · ∇)v] = −∇p − ρ∇Φ. (2)

(2)は ， 次の よ う に 書き 直す ．

∂tv = v × (∇ × v) − 1

ρ
∇p − ∇Φ − ∇





1

2
v2



 . (3)

• 渦 なしを 仮定す る こ と で ， v = −∇φ と なる 速度potential φを 仮定で き る ．

∇ × v = 0 → v = −∇φ　 　 負の 符号は の 便宜 の た め (4)

• barotropicな流体（ ρが pの みの 関 数で あ る こ と ） を 仮定す る こ と で specific enthalpy

h(p)も pの みの 関 数． cs =
√

dp
dρ
を 音速と して ，

h(p) =
∫ p(ρ)

0

dp′

ρ(p′)
=

∫ p c2
sdρ

ρ
; so that ∇h =

1

ρ
∇p. (5)

こ れ ら よ り ， Eulerの 式 (2)は ， Bernoulliの 式と なる ．

−∂tφ + h +
1

2
(∇φ)2 = 0. (6)



2. 次に ， backgroundの 流れ (ρ0, p0, φ0) と ， そ の 摂動 (ρ1, p1, φ1) を 考え る ．

ρ = ρ0 + ερ1 + O(ε2), p = p0 + εp1 + O(ε2), φ = φ0 + εφ1 + O(ε2). (7)

• barotropic 条件は ， 次の よ う に 書け る ．

h(p) = h(p0 + εp1 + O(ε2)) = h0 + ε
p1

ρ0
+ O(ε2). (8)

• 0次の 方程式と して ， 連続の 式 (1)と Eulerの 式 (6)は そ れ ぞ れ

∂tρ0 + ∇ · (ρ0 v0) = 0, (9)

−∂tφ0 + h0 +
1

2
(∇φ0)

2 = 0. (10)

• 1次の 方程式は ，

∂tρ1 + ∇ · (ρ1 v0 + ρ0 v1) = 0 (11)

−∂tφ1 +
p1

ρ0
− v0 · ∇φ1 = 0. → p1 = ρ0 (∂tφ1 + v0 · ∇φ1) . (12)

• 最後の 表現は ， barotropicの 仮定よ り ， さ ら に 次の よ う に なる ．

ρ1 =
∂ρ

∂p
p1 =

∂ρ

∂p
ρ0 (∂tφ1 + v0 · ∇φ1). (13)

• (13)を (11)に 代入す る と ， φ1 に 対す る 波の 方程式に なる ．

−∂t





∂ρ

∂p
ρ0 (∂tφ1 + v0 · ∇φ1)



 + ∇ ·


ρ0 ∇φ1 −
∂ρ

∂p
ρ0 v0 (∂tφ1 + v0 · ∇φ1)



 = 0.

(14)



3. (14)は ， 曲が っ た 時空の scalar場の 方程式と 等価で あ る ．

• (14)を さ ら に 変形． 連続の 式 (9)を 用い る と ， (14)は ，

−ρ0 (∂t + v0 · ∇)
ρ0

c2
s

(∂t + v0 · ∇) φ1 + ∇ · (ρ0 ∇φ1) = 0 (15)

• (15)は ， metric

gµν ≡ αρ0

cs















−(c2
s − v2

0)
... −vj

0

· · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
−vi

0
... δij















, gµν ≡ cs

αρ0















−1/c2
s

... −vj
0/c

2
s

· · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
−vi

0/c
2
s

... (δij − vi
0

v
j
0

c2s
)















,
√−g =

ρ2
0α

2

cs

ds2 ≡ gµν dxµ dxν =
αρ0

cs

[

−(c2
s − v2

0)dt2 − 2vj
0dtdxi + dxidxj

]

=
αρ0

cs

[

−c2
s dt2 + δij (dxi − vi

0 dt) (dxj − vj
0 dt)

]

の 曲が っ た 時空で の スカラ ー 場φの 波動方程式と 等価で あ る ．

2φ ≡ 1√−g
∂µ

(√−g gµν ∂νφ
)

. (16)



4. Black-hole時空と の 対応 (16)が Schwarzschild時空と 対応す る こ と ．

• 簡 単の た め ， cs =const., αρ0/cs = 1 と す る ． ま た ， 流速は vi
0 = (v(x), 0, 0)と す る ．

(16)の 動径方向だ け 記 す と

ds2 = −(c2
s − v(x)2)dt2 − 2v(x)dtdx

= −(c2
s − v2)





dt2 − v

c2
s − v2

dx







2

+
c2
s

c2
s − v2

dx2

• 新しい 時間 座標 τ

dτ ≡ dt − v

c2
s − v2

dx

を 導入す る と ，

ds2 = −(1 − v(x)2

c2
s

)c2
sdτ 2 +

dx2

1 − v(x)2

c2s

(17)

と なり ， Schwarzschild時空

ds2 = −(1 − rg

r
)c2dt2 +

dr2

1 − rg

r

+ r2dΩ2, rg =
2GM

c2
(18)

と 対応す る ． Unruhは ， こ の sonic BHを ”dumb hole”と も 呼ん だ ．

流速が v(x) = ±cs

√

√

√

√

rg

r
= ±cs

√

√

√

√

√

2GM

rc2
と い う 流れ が 実現で き れ ば ， ブ ラ ックホ ー ル に

対応さ せ る こ と が で き る ．



ブ ラ ックホ ー ル (Schwarzschild BH) 流体版ブ ラ ックホ ー ル (sonic BH)

波の タイ プ 光 音

典型的な速度 c cs

horizon r = rg v(x) = cs (sonic point)

古典論的な記 述 電磁場の 振動 分子の 集団的な運 動

量子論的な記 述 photon phonon

速度 秒速30万 km 秒速1500m（ 水中の 場合）

波の 進路を 曲げ る 原因 時空の 曲が り 流速や 流れ の 方向の 変化

記 述が 破綻す る スケー ル Planck長 (10−35m) 分子間 距離 (水の 場合で 10−15m)

表 1: 流体現象と の ア ナロ ジー

• Unruhは ， 以 上の 対応の 後， Hawking温度 T = h̄c3/8πkGM に 対応す る 値

T =
h̄

2πk

∂vr

∂r

∣

∣

∣

∣

∣

∣horizon

を 導出し， ∂vr/∂r ∼ cs/R (R は ， horizon半径)と 仮定して ，

T = 3 × 10−7 cs

300m/sec

1mm

R
K

と した ．



Unruhに よ る 類似モ デル 　 　 具 体例と して の 　 Laval nozzle

• 管 の 軸に 沿 っ た 座標を xと し， 管 の 断面積 A(x) が 緩 や か に 変化す る 場合， 流れ は 各

断面で 一 様で ， 一 次元流と 見なせ る ． 0次の 流体方程式に て ， 定常流を 考え る と ，

J = ρvA = const. 　 　 流量一 定
1

2
v2 + h(ρ) = const. 　 　 Bernoulli方程式

• 微分を 取る と
dρ

ρ
+

dv

v
+

dA

A
= 0, v dv + c2

s

dρ

ρ
= 0

こ れ ら よ り dρ/ρを 消去す る と






v2

c2
s

− 1







dv

v
=

dA

A
(19)

• マ ッハ 数を M = v/cs と す る と ， Laval Nozzleで の 流れ は

　 　 　 M < 1, dA < 0 =⇒ dv > 0 亜 音速で は 断面積が 減少す る と 流れ が 加速

　 　 　 M > 1, dA > 0 =⇒ dv > 0 超音速で は 断面積が 増加す る と 流れ が 加速

• さ ら に ， (19)よ り ，

断面積が 最小に なる throat (dA = 0) で ， sonic point M = 1 に なる

こ と が わ か る ．
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日経サイエンス
2006年3月号

T.A. Jacobson
R. Parentani

流体中の音速は，媒 により
分散関係を持つ．

photon=分散関係なし
phonon in 流動He = type 2
phonon in BEC          = type 3

基底状態でphononペアが生じれば，
Hawking輻射のアナロジーが成立．

Hawking輻射の「無限の 方偏移」問題
は，photonに分散関係がないことが原因．

一般相対論に特別な座標系を導入したり，
時空の量子化を考えれば，無限 方偏移
は，回避できる．
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Bose粒子， Fermi粒子

複合粒子 構成要素 低温で の 統計性
1
H 陽子１　 中性子０　 電子１ Bose粒子

2
D 陽子１　 中性子１　 電子１ Fermi粒子

3
He 陽子２ 　 中性子１　 電子２ Fermi粒子

4
He 陽子２ 　 中性子２ 　 電子２ Bose粒子
6
Li 陽子３ 　 中性子３ 　 電子３ Fermi粒子

7
Li 陽子３ 　 中性子４　 電子３ Bose粒子

表 1: 複合粒子の 統計性． 電気 的に 中性な複合粒子の 場合， 低温で の 統計性は ， 中性子の 偶 奇 性で 決ま る ．

微視状態の 数 分布関 数 分配関 数

Fermi-Dirac
∏

S

gS!

(gS − kS)!kS!

kS

gS

=
1

exp(α + βεS) + 1
ZFD =

∑

k

1

exp(α + βεS) + 1
e−β

∑

S
εSkS

Bose-Einstein
∏

S

(gS + kS)!

(gS − 1)!kS!

kS

gS

=
1

exp(α + βεS) − 1
ZBE =

∑

k

1

exp(α + βεS) − 1
e−β

∑

S
εSkS

Maxwell-Boltzmann
N !

k1!k2! · · ·

∏

S

gkS

S

kS

gS

=
1

exp(α + βεS)
ZMB =

∑

k

1

k1!k2! · · ·





∏

S

gkS

S



 e−β
∑

S
εSkS
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真貝 寿明
図は
久我隆弘氏の
スライドより

真貝 寿明
図は，
久我隆弘氏の
スライドより

真貝 寿明
図は
久我隆弘氏の
スライドより



真貝 寿明
図は
久我隆弘氏の
スライドより



導出は 以 下．

• グラ ン ドカノ ニカル 集団で の 統計平均を 用い る こ と に よ り ， Bose粒子の 分布関 数は ，

波数kの 量子状態を 占め る 粒子数の 期 待値と して ，

nk =
1

eβ(εk−µ) − 1
, β =

1

kBT

• nk > 0 及 び ε ≥ 0 よ り ， 化学ポ テン シャ ル µ ≤ 0．

• 全粒子数N は ， εk = h̄2k2/2m = p2/2m = εp と して

N =
∑

k

1

eβ(εk−µ) − 1
=

gV

(2π)3

∫
d3k

1

eβ(εk−µ) − 1

• 粒子数密度N/V を 一 定に しつ つ 温度を 下げ て ゆ く と き ， 右 辺が 最大と なる の は ， BEC

で は µ ≤ 0で あ る こ と か ら ， µ = 0を 代入し，

N

V
=

g

(2π)3

∫
d3k

1

eh̄
2k2/(2mkBT ) − 1

=
g

(2π)3
(2mkBT )3/2

h̄3

∫ ∞
0
dx

4πx2

ex2 − 1

=
4πg

(2π)3
(2mkBT )3/2

h̄3

1

2

√
π

2
· 2.612 =



mkBT

2πh̄2




3/2

g · 2.612

こ れ を T に つ い て 解く と ， 得ら れ る ．
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1911 水銀で超伝導（Onnes）～4.2K
1923 物質波の概念（de Broglie）
1924 ボースボースボースボース統計統計統計統計、ボースボースボースボース凝縮凝縮凝縮凝縮のののの理論理論理論理論（Bose, Einstein）
1925 行列力学（Heizenberg）
1926 波動力学（Schrödinger）
1927 液体ヘリウムのλ転移～2.17K
1933 マイスナー効果(Meissner)
1937 液体ヘリウムの超流動（Kapitza）
1938 ボースボースボースボース凝縮凝縮凝縮凝縮によるによるによるによる超流動超流動超流動超流動のののの説明説明説明説明（（（（London）－）－）－）－転移温度の理論値：3.13K

1957 BCS理論による超伝導の説明（Bardeen, Cooper, Schrieffer,  ）
1960 レーザーの発明（Maiman）

1975 レーザー冷却のアイデア（Hänsch ,Shallow）

1980～レーザーによる原子線の減速（Phillips他）～mK
1985 レーザーによる３次元冷却（Chu） ～240μK
1988 偏向冷却（Phillips, Cohen-Tannoudji）～3μK

1995 蒸発冷却蒸発冷却蒸発冷却蒸発冷却、、、、ボースボースボースボース凝縮実現凝縮実現凝縮実現凝縮実現
（（（（Cornel, Wieman, Ketterle）～100nk

1997年ノーベル
物理学賞

2001年ノーベル
物理学賞

ボース・アインシュタイン凝縮の歴史

真貝 寿明
久我隆弘氏の
スライドより



BECへの道のり

真貝 寿明
久我隆弘氏の
スライドより



磁気光学トラップの原理

真貝 寿明
久我隆弘氏の
スライドより



久我隆弘，理想気体のボーズアインシュタイン凝縮，
　　in「アインシュタインと21世紀の物理学」（日本評論社，2005）

レーザー冷却の原理 光のドップラー効果と原子の光吸収の共鳴を利用

レーザー光と反対方向に進む原子は，同方向に
進む原子より光吸収しやすい．（ドップラー効果
により，原子の共鳴周波数に づくため）

光を吸収すれば，その反 により原子は減速．
同時に6方向から光を当てて，全体を減速．

　　限界は，原子のランダムな自然放射光．
　　温度で，数百μK程度．

　　実際には，偏光勾配冷却で，数十μKまで



蒸発冷却の原理

久我隆弘，理想気体のボーズアインシュタイン凝縮，
　　in「アインシュタインと21世紀の物理学」（日本評論社，2005）

速度の速い原子を磁気トラップから い出す

数μK ~ 数十nKへ冷却
BEC転移温度へ到達

原子数は2桁程減る．



BEC相転移の確認
（吸収イメージング法）

真貝 寿明
久我隆弘氏の
スライドより
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��  Anderson, Ensher, Matthews, Wieman, Cornell, Science 269 (1995) 198



BECを 特徴付け る 量「 S波散乱長」 a

• 低密度多体系の 量子状態は ， 2体散乱の 前後で の 波動関 数の 漸近的振る 舞い （ 位 相の

ず れ ） で 特徴づ け ら れ る ．

• 超低温の 場合， 低エネル ギー 散乱が 支配的に なり ， 2体散乱の 相互作用の 強さ は ， S波

散乱長aに よ っ て 特徴づ け ら れ る ． |a| は 相互作用の 実質的な到達距離で ，
　

a > 0 斥力 位 相シフ ト負 （ 磁場なしの と き ） 87Rb (a=5.8nm), 23Na (2.8nm), 1H (0.065nm)

a < 0 引 力 位 相シフ ト正 （ 磁場なしの と き ） 7Li (-1.5nm), 85Rb (-20nm)

• 平均原子間 距離は ， 相互作用の 到達距離に 比べ て 十分大き い の で ， デル タ関 数型の ポ
テン シャ ル で 置き 換 え る こ と が で き る ．

V (r) = gδ(r)． g は S波散乱の 場合に ， g =
4πh̄2a

m



「BECのすごいところ
　＝状態を制御できる
　＝理論と実験の一致 」

斉藤・上田，固体物理，36（2001）311

Feshbach共鳴で，原子間相互作用の強さと
符号を制御

（＝共鳴散乱の一種，原子同士が衝突　　
　　した際に，一時的に束縛状態をつくる）



BECの 基 礎方程式： Gross-Pitaevskii 方程式

• Bougoliubov(1947) に よ る 平均場近似． Ψ̂(x)を Bose粒子の 場の 演 算子と す る ．

Ψ̂(x, t) = Φ(x, t)
︸ ︷︷ ︸
平均場

+ Ψ̂′(x, t)
︸ ︷︷ ︸
ゆ ら ぎ

• Φ(x, t)は ， 場の 演 算子の 期 待値で あ り ，「 凝 縮体の 波動関 数」 と も 呼ば れ ， 古典的な場

と して 扱 い 得る ．

ρ(x,y) ≡ 〈Ψ̂†(x)Ψ̂(y)〉
︸ ︷︷ ︸
統計平均

= N0Φ(x)Φ∗(y)
︸ ︷︷ ︸

巨視的な波動関 数

+ g(x − y)
︸ ︷︷ ︸
短距離相関

, Φ =

√√√√√N0

V
eiϕ
︸︷︷︸
位 相

=
N0

V
+

∫ d3k

(2π)3
〈n̂k〉e−ik(x−y)

• 第1項は ， Bose粒子特有． 系が 非対角的 (x 6= y)な長距離相関 を 持つ ．「 非対角長距離

秩序 (ODLRO; off-diagonal long-range order)」



• 第2量子化の 手順に 従い ， 多体問題の Hamiltonianを 次の よ う に 記 す ．

Ĥ =
∫
dx Ψ̂†(x, t)



− h̄2

2m
∇2 + Vext︸ ︷︷ ︸

外場

(x)



Ψ̂(x, t)

+
1

2

∫
dxdx′ Ψ̂†(t,x) Ψ̂†(x′, t) V (x − x′)

︸ ︷︷ ︸
2体相互作用

Ψ̂(x′, t) Ψ̂(x, t).

• Heisenberg描像の 運 動方程式

ih̄
∂

∂t
Ψ̂(x, t) = [Ψ̂, Ĥ ]

=


− h̄2

2m
∇2 + Vext(x) +

∫
dx′ Ψ̂†(x′, t) V (x − x′) Ψ̂(x, t)


 Ψ̂(x, t)

• 演 算子 Ψ̂(x, t)を ， 古典的平均場 Φ(x, t)に 置き 換 え る ．

• 平均原子間 距離は ， 相互作用の 到達距離に 比べ て 十分大き い の で ， デル タ関 数型

V (x − x′) = gδ(x − x′), S波散乱の 場合　 g =
4πh̄2a

m

Gross-Pitaevskii 方程式 (1961,1963) 〔 非線形Schödinger方程式〕

ih̄
∂

∂t
Φ(x, t) =


− h̄2

2m
∇2 + Vext(x) + g|Φ(x, t)|2


 Φ(x, t)



Gross-Pitaevskii 方程式の Hamilton-Jaccobi化

ih̄
∂

∂t
Φ(x, t) =





− h̄2

2m
∇2 + Vext(x) + g|Φ(x, t)|2





 Φ(x, t)

• 関 数形を modulusと phaseに 分離　 　 　 Φ =
√

n(x, t)eiS(x,t)

• 速度場v(x, t)を 定義

n(x, t)v(x, t) =
h̄

2im
(Φ∗∇Φ − Φ∇Φ∗) ⇒ v(x, t) =

h̄

m
∇S(x, t)

∂

∂t
n + ∇ · (vn) = 0 (1)

m
∂

∂t
v + ∇





Vext + gn − h̄2

2m
√

n
∇2

√
n +

mv2

2





 = 0. (2)

(1)は 連続の 式， (2)は 運 動方程式．

原子間 斥力が 十分大き い と き ， kinetic pressureを 無視す れ ば ， (2)は 状態方程式 P = (1/2)gn2

と した 流体方程式の potential flowの 式．
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“Table-top astrophysics” (?)

重力物理 BEC (実験) (理論)

Black Hole “slow light” Hau ら (1999/2001) Leonhardt ら (2000)ま だ 実現せ ず

光速を 止め る Walsworthら (2001)

Black Hole “sonic horizon” Garay ら (2000/2001)ま だ 実現せ ず

Supernova “成長と 崩壊” Huletら (2000) Huletら (1998)

Supernova “bosenova” Wieman ら (2000/2001) 上田ら (2001/2002)

White Dwarf 6Li in 7Li Huletら (2001)

Boson+Fermion混合
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Ring形状BECで ， ブ ラ ックホ ー ル ・ ホ ワ イ トホ ー ル を 作る 提案

Garay, Anglin, Cirac, Zollar, PRL 85 (2000) 4643; PRA 63 (2001) 023611.

• Ringの 半径を R と す る ． 波動関 数Ψの (θ, τ )成分の みを 考え る ．

Ψ = f(z, r)Φ(θ, τ ), τ = (h̄/mR2)t, 規 格 化
∫ 2π

0
dθ|Φ(θ)|2 = N (1)

• GP方程式は ，

i∂τΦ =



−1

2
∂2

θ + Vext. +
U
N
|Φ|2



Φ, U ≡ 4πaNR2
∫

dzdr r|f(z, r)|4 (2)

• 定常解は ，

Φs(θ, τ ) =
√

ρ(θ)ei
∫

dθ v(θ), た だ し w =
1

2π

∫ 2π

0
dθ v(θ) =整数 (3)

local dimensionless angular speed of sound は c(θ) =
√

Uρ(θ)/N．

• 密度の 関 数形を 仮定．
ρ(θ) =

N

2π
(1 + b cos θ), b ∈ [0, 1] (4)

• 連続の 式 ∂θ(ρv) = 0 よ り 　 v(θ) =
Uw

√
1 − b2

2πc(θ)2
． 　 　 自由なパ ラ メ ー タは ， U , b, w．



Ring形状BECで ， ブ ラ ックホ ー ル ・ ホ ワ イ トホ ー ル を 作る 提案 ： 安 定性？

安 定性が 示せ ない と ， 実験可能か ど う か 予測で き ない ．

• 波動関 数を Φ = Φs + ϕei
∫

dθv(θ) と 書き ， 摂動部分 ϕ を モ ー ド分解す る ．

ϕ(θ, τ ) =
∑

ω,n
e−iωτeinθAω,nuω,n(θ) + eiω∗τe−inθA∗

ω,nv
∗
ω,n(θ), (5)

• GP方程式に 代入す る と ， モ ー ドuω,n, vω,n に 関 して ， 次の 式に なる ．

ω









uω,n

vω,n









=
∑

p









h+
np fnp

−fnp h−
np

















uω,p

vω,p









. (6)

fnp = U
2π

(

δn,p + b
2
δn,p+1 + b

2
δn,p−1

)

, αi =
∑∞

j≥|i|, i+j even

(

−b
2

)j
(

j

(i + j)/2

)

h±
np = 1

2
(n + p)w

√
1 − b2αn−p ±

(

fnp + 4n2−1

8
δn,p + 1−b2

8
βn−p

)

, βi =
∑∞

j≥|i|, i+j even

(

−b
2

)j
(

j

(i + j)/2

)

(j + 1).

• 十分大き な cutoff Q， 2(Q + 1) × 2(Q + 1)行列の 固有値解析．

• 実で 負の 固有値が 常に 存在し， BH/WHは ， エネル ギー 的に 不安 定．

しか し， 低温の 希 薄な凝 縮体で は ， dissipationの タイ ム スケー ル が 非常に 長い の で ， そ

の よ う なエネル ギー 的な不安 定性は 問題に なら ない ．

• bが 大き い と ， 固有値が 複素数に なり ， ダイ ナミ カル な不安 定性が 生じ る ．
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“Bosenova” · · · · · ·　 BECに よ る 超新星爆発の ア ナロ ジー

準安 定なBECは 気 体相に あ り ， 数ミ クロ ン の 大き さ ． ひ と た び 崩壊を は じ め れ ば ， 高密

度なリ チウ ム 金属に なる の か ？

原子密度が 高く なる と ， 3体衝突が 起 こ り は じ め ， 束縛状態の 形成に 伴っ て 数K の 巨大

な潜熱が 放出さ れ る の で ダイ ナミ クスは 単純で は ない ． 潜熱が 原子の 運 動エネル ギー に

転化さ れ た ら ， 原子集団は 大爆発を 起 こ す 可能性が あ る ．

1 実験結果

Cornish, Claussen, Roberts,Cornell & Wieman, PRL 85 (2000) 1795.

Donley, Claussen, Cornish, Roberts, Cornell & Wieman Nature 412 (2001) 295.

• 104個か ら なる Rb85 の 原子を ， 誘導磁場 Feshbach共鳴に よ り ， 相互作用を 斥力 (a ∼

10nm)か ら 引 力 (a ∼ -1nm) へ 変え る と ， BEC状態は 収縮を は じ め ， 実験解像度よ り も

小さ く なっ た 後， 約5ms後， 非等方なバ ー スト的爆発が 見ら れ た ． “Bosenova”

• collaps後の 状態は 次の ３ つ に 分け ら れ る ．

　 　 remnant (trap さ れ た 中央部に 残っ た 密度の 高い 原子の 塊)

　 　 burst (100nK程度の エネル ギー )

　 　 missing atoms（ 数の 勘 定が 合わ ない た め ）



BEC状態の収縮と爆発　＝　“Bosenova”

【実験】Donley et al, Nature 412 (2001) 295



【実験】Donley et al, Nature 412 (2001) 295



Rice大の 実験事実

崩壊開始時刻 斥力か ら 引 力に 変え て か ら ， あ る 時間 (1-10 ms)経過後に 突然激し

い 崩壊が 始ま る ．（ 非線形効果）

原子数の 変化 減衰定数 τdecay は ， 初期 の 原子数N0 や S波散乱長 |a|collapse に 依 存

しない

バ ー スト 崩壊に 伴っ て ， 100 nK程度の 非等方バ ー ストが 発生

バ ー ストエネル ギー １原子あ た り の バ ー ストエネル ギー は ， 初期 の BEC原子数に 著し

く 依 存

バ ー スト原子数 |a|collapse を 変化さ せ て も ， 吹き 飛ば さ れ る 外側の 原子数は 変わ ら

ない ．

レ ム ナン ト Ncr の オー ダー 付近で 決ま り ， こ れ は ， N0 や |a|collapse に 依 存（ 崩

壊後に 数十%（ 臨界原子数以 下） の BECが 残さ れ る ）

最終状態原子数比 remnant/burst/missing atoms の 比は ， N0 に 依 ら ない

不明な点 「 バ ー ストは コヒ ー レ ン トか 」

「 missiong atomsは ， ど こ に 行っ た の か ？ 」



2 理論

Saito & Ueda, PRL 86 (2001) 1406; PRA 63 (2001) 043601; PRA 65 (2002) 033624.

Gross-Pitaevskii方程式を 数値的に 積分す る こ と に よ り ， Bosenova現象を 説明を 試みた ． GP

方程式は ， BEC の 平均場を 記 述す る も の と して 広く 使わ れ て い る も の で あ り ， そ れ ま で

BEC斥力の 場を よ く 表現で き て い た ． 引 力場を ど こ ま で 記 述で き る か は 不明で あ っ た ．

• GP方程式に は ， 原子の loss効果を 含 め る 項を 現象論的に 導入した ．

ih̄
∂

∂t
ψ = −

h̄2

2m
∇2ψ + Vtrap(r)ψ +

4πh̄2a

m
|ψ|2ψ −

ih̄

2
( K2|ψ|

2

︸ ︷︷ ︸

2体効果

+ K3|ψ|
4

︸ ︷︷ ︸

3体効果

)ψ (1)

Vtrap =
m

2
[ω2

⊥(x2 + y2) + ω2

zz
2]

• 全原子数
∫

|ψ|2drは 保存す る と 考え る の が 自然だ が ， 実際に は 2体dipolarや 3体 recom-

bination 過程で 減少して ゆ く ．
∂

∂t

∫

|ψ|2dr = −
∫

(K2|ψ|
4 +K3|ψ|

6)dr (2)

• 数値計算で は 2体効果は 無視． Feshbach共鳴よ り 離れ た 状態で は K3や s波散乱長 aの

値は ， 実験と 理論で order 10の 範囲 で 一 致す る が ， Feshbach共鳴の 近く で は そ の よ う

な値は 得ら れ て い ない ．

• 数値計算は 差分法， Crank-Nicholsonスキー ム ． 実験と 同じ く ， ainitial > 0, acollapse < 0

(例え ば ainitial = 7a0, acollapse = −30a0)， Rb85を モ デル に し， N0 と K3 を 与え た ．

no other fitting parameters.



【実験】Donley et al, Nature 412 (2001) 295 【数値 算】Saito & Ueda, PRA 65 (2002) 033624

“Bosenova” 実験と数値計算　（1）



【実験】Donley et al, Nature 412 (2001) 295 【数値 算】Saito & Ueda, PRA 65 (2002) 033624

“Bosenova” 実験と数値計算　（2）



【実験】Donley et al, Nature 412 (2001) 295 【数値 算】Saito & Ueda, PRA 65 (2002) 033624

“Bosenova” 実験と数値計算　（3）



【実験】Donley et al, Nature 412 (2001) 295 【数値 算】Saito & Ueda, PRA 65 (2002) 033624

“Bosenova” 実験と数値計算　（4）



【数値 算】Saito & Ueda, PRA 65 (2002) 033624

“Bosenova” 実験と数値計算　（5）



Saito-Uedaに よ る Bosenovaの 理解

1. 引 力に よ っ て 中心の 狭い 領域 に 密度の 高い 部分が で き る ．

2. 密度の 高い 部分で 3体衝突に よ り ， 原子の 損失が 盛ん に 起 こ り ， 密度が 低下す る ．

3. 密度が 下が る と 引 力が 減少す る の で ， 狭い 領域 に 集ま っ た 原子は 不確 定性関 係に 起 因

す る 零点圧 力に よ り 外に 飛び 出す ．



Rice大の 実験事実 東工大の 数値計算

崩壊開始時刻 斥力か ら 引 力に 変え て か ら ， あ る 時間 (1-10 ms)経

過後に 突然激しい 崩壊が 始ま る ．（ 非線形効果）

確 認

原子数の 変化 減衰定数 τdecay は ， 初期 の 原子数N0 や S波散乱長

|a|collapse に 依 存しない

確 認

バ ー スト 崩壊に 伴っ て ， 100 nK程度の 非等方バ ー ストが 発

生

burst現象が 起 き る ． 毎half trap period

ご と に ， refocus現象も 起 き る ．

バ ー ストエネル ギー １原子あ た り の バ ー ストエネル ギー は ， 初期 の BEC

原子数に 著しく 依 存

バ ー スト原子数 |a|collapse を 変化さ せ て も ， 吹き 飛ば さ れ る 外側の 原

子数は 変わ ら ない ．

レ ム ナン ト Ncr の オ ー ダ ー 付 近 で 決 ま り ， こ れ は ，

N0 や |a|collapse に 依 存（ 崩壊後に 数十%（ 臨界原子

数以 下） の BEC が 残さ れ る ）

N0が 大き い と き ， remnantと して 残さ

れ る BEC原子数は ， Ncr よ り も か なり

大き い ．

最終状態原子数比 remnant/burst/missing atoms の 比は ， N0 に 依 ら な

い

確 認

不明な点 「 バ ー ストは コヒ ー レ ン トか 」 jet が 干 渉の 縁 の 部分 (interference

fringes) に 起 因 す る こ と か ら ， バ ー ス

ト原子は コヒ ー レ ン トで あ ろ う ．

不明な点 「 missiong atoms は ， ど こ に 行っ た の か ？ 」

• 崩壊は 一 度だ け で は なく ， 間 欠的に 何度も 生じ て い る で あ ろ う ． そ の 結果， 原子密度に shell状の パ ター

ン が 形成さ れ る で あ ろ う ．

• 展開パ ラ メ ー タn|a|3 ∼ 10
−3 で あ る こ と か ら ， mean-field theory も 適用可能で あ る こ と が 示さ れ た ．



Rotating Bosenova Saito, Ueda, PRL 89 (2002) 190402

“self-focusing effect” vs “topological constraint”

(a) t=0 (b) t=12

(d) t=16

(c) t=14

(f) t=24(e) t=18

(g) t=16+1 (h) t=16+2

g         =0expandg         =50expand

四重極不安 定性が 勝り ， 渦 は 2 つ に split す る が ，

や が て 再び 合体す る 現象が 繰り 返さ れ る 場合．

(a) t=22 (b) t=24 (c) t=26

(d) t=7.3 (e) t=7.7 (f) t=8.1

A B
B

A

A
B

2
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(g) t=0 (h) t=1.2 (i) t=1.32

g=-11.5

g=-12

g=-24

dipole不安 定性が 勝り ， 渦 が 分離す る 場合． (a-c) 渦 B

の 勝ち ． (d-f) 引 き 分け ． monopole mode が 優勢の 場合

(g)-(i).



重力物理と BECの ア ナロ ジー ： 言い た い 放題

重力物理 BEC

Schwarzschild BH ring を つ く る Garayら (2000/2001)

Kerr BH 渦 を つ く る Visser-Weinfurtner(2004)

Lorentz破れ Visserら (2001)

重力波 Unruhら (2002)

FRW Visserら (2003)

superradiance Federici ら (2005)

NS Rojasら (2004)

Gibbons-Hawking効果 膨張す る ciger Fedichev-Fischer (2003)



BECで Kerr BH

Visser, Weinfurtner, Class. Quant. Grav. 22 (2005) 2493

単純に 回転す る 渦 (non-collapsing vortex) 洗面台吸 込口型 (draining bathtub)



Gross-Pitaevskii 方程式の Hamilton-Jaccobi化

ih̄
∂

∂t
Φ(x, t) =





− h̄2

2m
∇2 + Vext(x) + g|Φ(x, t)|2





 Φ(x, t)

• 関 数形を modulusと phaseに 分離　 　 　 Φ =
√

n(x, t)eiS(x,t)

• 速度場v(x, t)を 定義

n(x, t)v(x, t) =
h̄

2im
(Φ∗∇Φ − Φ∇Φ∗) ⇒ v(x, t) =

h̄

m
∇S(x, t)

∂

∂t
n + ∇ · (vn) = 0 (1)

m
∂

∂t
v + ∇





Vext + gn − h̄2

2m
√

n
∇2

√
n +

mv2

2





 = 0. (2)

(1)は 連続の 式， (2)は 運 動方程式．

原子間 斥力が 十分大き い と き ， kinetic pressureを 無視す れ ば ， (2)は 状態方程式 P = (1/2)gn2

と した 流体方程式の potential flowの 式．



BECに 見ら れ る Lorentz条件の 破れ 　 Visser, Barceló, and Liberati, hep-th/0109033

GP方程式　 ⇒　 kinetic potential無視　 ⇒　 渦 なし粘性なし流体　 ⇒　 BHア ナロ ジー

• 一 方で ， 非線形Schrödinger 　 ⇒　 放物型， 情報は 瞬時に 伝播

• 一 方で ， Lorentzian metric 　 　 ⇒　 双曲型， 有限速度　 　 　 　 　 　 パ ズル ？

kinetic potential を 無視せ ず に ， eikonal近似を 行い ， 分散関 係を 求 め る と ，
(

ω − ~v0 · ~k
)2

= c2

s k2 +





h̄

2m
k2





2

.

• 群速度　 　 　 ~vg =
∂ω

∂~k
= ~v0 +

(

c2

s + h̄2

2m2k
2

)

√

c2
sk

2 +
(

h̄
2m

k2

)

2

~k

• 位 相速度　 　 ~vp =
ω k̂

||k||
= (v0 · k̂) k̂ +

√

√

√

√

√c2
s +

h̄2 k2

4m2
k̂

high momentum (k � kc ≡ m cs/h̄ ⇔ λ � λC ≡ h̄/(m cs).) で は ， ど ち ら も unbound．

high momentum で は ， 分散関 係は 「 質量公式」 も ど き の 式に も ．

ω(k) =
h̄ k2

2m
+ ~v0 · ~k +

m c2

s

h̄
+ O(k−2).

BECに 限ら ず ， 伝播速度が 無限な系で は ， causalityを 破っ て い る ．



Research Directions?

• モデルの提案
　BH+WH, BH formation, …
　NS models w EOS, multi-component, …

• 精密な 算
　pattern formation, rotation,  observables, …
　安定性，一般性，実験可能性，…
　基礎方程式の妥当性，…

• alternativeな 算
　N体?




