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Abstract. We review recent efforts to re-formulate the Einstein equations for fully

relativistic numerical simulations in general relativity. The so-called “numerical relativity”

is a promising research field matching with ongoing astrophysical observations such as

gravitational wave astronomy. Many trials for longterm stable and accurate simulations

of binary compact objects have revealed that mathematically equivalent sets of evolution

equations show different numerical stability in free evolution schemes. After reviewing the

efforts of the community in the decade, we introduce our idea for understanding all the

efforts in a unified way using eigenvalue analysis of the constraint propagation equations.

The modifications of (or adjustments to) the evolution equations change the character of

constraint propagation, and several particular adjustments using constraints are expected

to diminish the constraint-violating modes. We propose several new adjusted evolution

equations, and present some numerical demonstrations.

概要： 　 　 一 般相対性理論は ， 重力の 正体が 時空の 歪みで あ る こ と を 説く ， 時空の 物理法則

で あ る ． 基 本方程式は 非線形な Einstein方程式で ， 10本の 2階の 偏微分方程式（ 楕円 型と

双曲型） か ら 構成さ れ る ． 現在， 一 般相対論が 予言す る 「 重力波」 を 直接地球 上で 捉え る

観 測プ ロ ジェクトが 世界各地で 進行して お り ， そ れ に 対応して 重力波波形を 数値シミ ュ レ ー

ショ ン で あ ら か じ め 求 め る こ と が 急 務と さ れ て い る ． 通常の 数値計算で は ， 拘束条件式を

初期 に 解き ， 時間 発展の 際に は 拘束条件を モ ニター して ， 計算精度を 判定して い る ． 最近，

Einstein方程式の 定式化の 違い で ， 数学的に は 等価で あ っ て も ， 数値的な安 定性が 変わ る こ

と が 確 か な事実と して 認識さ れ て き た ． 本稿で は ， よ り 安 定性の 高い シミ ュ レ ー ショ ン を 求

め て ， 最近 10年間 に 渡る こ の 分野の 進展を 振り 返る と 共に ， 著者が 提案 す る 「 拘束条件式

の 時間 発展解析を 用い た 補正定式化」 を 紹介す る ． 基 本的なア イ デア は 拘束条件を 持つ 他の

時間 発展問題に も 転用可能と 考え ら れ る ．

1 Overview

1.1 「 数値相対論」

一 般相対性理論（ 以 下， 一 般相対論と 呼ぶ ） は ， 強い 重力場を 記 述す る 物理法則で あ る ． 適用対象は ，

重く て 小さ な天体や 宇 宙全体で あ る ． 基 礎方程式で あ る Einstein方程式は 物理の 基 本法則と して は 珍し

く 非線形で あ り ， こ れ ま で Einstein自身の 想像を も 超え た 「 ブ ラ ックホ ー ル 」 や 「 膨張宇 宙」 を 描き 出

し， い ず れ も 観 測的に 支持さ れ て い る ． しか し， Einstein方程式の 解析解を ， 時空に 対称性を 課さ ず ， あ

る い は 動的な現象に つ い て 得る こ と は ， ほ と ん ど 絶望的で あ る ．
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近年の 一 般相対論研究 の 中心の 一 つ は ， ブ ラ ックホ ー ル や 中性子星連星の 合体に 伴っ て 発生す る 重力

波（ 時空の 歪みが 光速で 伝播す る 現象） で あ る ． 重力波の 存在自体は ， Einstein に よ っ て 予言さ れ た も

の だ が ， こ れ ま で 直接確 認さ れ た こ と は ない ．（ 電波観 測に よ っ て ， 連星と なっ て い る 中性子星パ ル サー

の 軌 道周期 の 変化か ら ， 重力波が 系よ り エネル ギー を 取り 去っ て い る こ と が 示さ れ て い る の で ， 重力波

の 存在は 間 接的に は 確 認さ れ て い る ．） 現在日本を は じ め 世界各地で ， 重力波を 地上で 直接観 測す る レ ー

ザー 干 渉計が 本格 的に 運 用さ れ 始め て お り ， 運 が 良け れ ば 数年以 内に 重力波の 初観 測の 報が 飛び 交う で

あ ろ う ． 連星合体の 前後で 放出さ れ る 重力波の 波形情報か ら ， 星の 軌 道パ ラ メ ー タや 原子核 の 状態方程

式， あ る い は ブ ラ ックホ ー ル 存在の 直接証拠が 得ら れ る と 期 待さ れ て い る ．

重力波研究 に 対す る 理論研究 の 課題は ， 予測さ れ る 波形を で き 得る 限り 正確 に 計算す る こ と で あ る ．

重力波波源の 最有力候補と さ れ る ， 中性子星連星や ブ ラ ックホ ー ル 連星の 合体に お け る 最終段階で は ，

非線形な重力場を 記 述す る Einstein方程式を 直接数値的に 解く こ と が 必要で あ り ， そ の た め に ，「 数値

相対論」 と 呼ば れ る 研究 分野に 現在大き な期 待が 寄 せ ら れ て い る ． 数値相対論研究 は ， 日本を 含 め 世界

の 数拠点で 精力的に 進め ら れ て い る が ， 現在で も ， そ の 基 本的手法が 確 立して い ない 発展途上の 分野で

あ る ． 計算の 途中で 物理量が 破綻し， シミ ュ レ ー ショ ン が 続け ら れ なく なっ て しま う の が 最大の 問題で

あ る （ 図 1） ． 数年前ま で は ， 安 定した 時間 発展が 実現で き ない の は 計算機 能力が 不足して い る か ら だ

と 考え ら れ て き た が ， 最近に なっ て ， こ れ ま で 「 標準」 と して 使わ れ て い た Einstein方程式の 表現方法

（ Arnowitt-Deser-Misner(ADM)形式 [13]） が ， 実は 数値計算に 必ず しも 適して い ない こ と が 次第に 明ら

か に なっ て き た ．
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図 1: 数値相対論の 問題： 数値解が 拘束面よ り 離れ て い っ て しま う ．

本稿で は ， こ の 10年間 ， 数値相対論業界が 模索して き た 状況を 振り 返り ， 併せ て 著者の ア イ デア を 紹

介しなが ら ， 現状の 問題点を ま と め た い ． 著者の 一 人， 真貝は ， 先に シドニー で 開か れ た 応用数学国際

会議 (ICIAM5) で ， 表記 の 講演 を ミ ニシン ポ ジウ ム で 依 頼さ れ ， そ こ で 初め て 応用数学者達が 同様な問

題で 悩ん で い る こ と を 知っ た ．「 数値相対論」 の 分野は ， 歴史的に 独自な発展を して お り ， 時と して 数値

流体の 研究 者か ら は 「 ガラ パ ゴス諸島に 棲ん で い る の で は ない か 」 と ま で 揶揄さ れ る ． 遠い 昔に 捨て 去

ら れ た 数値テクニックが い ま だ 主流で あ っ た り す る か ら だ ． 本稿の 内容が そ う で ない こ と を 願 う が ， 何

よ り 応用数理学会会員 に 問題の 現状を 理解して い た だ き ， ご 指導を 仰 ぎ た い と 思い ， 本稿を 執筆した 次

第で あ る ．

「 数値相対論」 の 現状の 課題は ， Box 1.1 に ま と め た よ う に 多岐 に 渡る ． 本稿で は そ の う ち の ご く

一 部，「 Einstein方程式を 3+1次元に 分解し自由発展さ せ た 場合， 拘束条件が 破れ て い っ て しま う の は 何

故か 」 と い う 問題を 扱 う に 過ぎ ない （ も っ と も 標準的なア プ ロ ー チに 内在す る 大問題なの で は あ る が ） ．

よ り 一 般的な解説に つ い て は ， 巻 末の 文献を 参照して い た だ き た い ．

2



「 数値相対論」 現状の 課題 Box 1.1

0. ど の よ う に 時空を 分割 して ， 時間 発展問題に 帰 着さ せ る か ？
Cauchy (3 + 1次元分解), characteristic (2 + 2次元分解), ま た は そ の 組み合わ せ

⇒ 3 + 1次元分解を 選択した 場合 · · ·
1. ど の よ う に 初期 値を 用意 す る か

理論的な問題: 拘束条件式を 解く た め の 定式化？
現実的な物理モ デル を つ く る た め に は ど う した ら よ い か ？
背景重力波の 影 響を 取り 入れ た 初期 値を ど う や っ て 作る か ？
post-Newtonian近似で 得ら れ て い る 解析と スム ー ズに つ なげ る こ と が 可能か ？

数値的な問題: 連立楕円 型偏微分方程式の 解を 得る こ と が で き る か ？
適切な境界条件は 何か ？

2. ど の よ う に 時間 発展を 行う か ？

理論的な問題: 自由発展 (free evolution) か ， 途中で 拘束条件を 解き 直す か (constrained evo-
lution)？
数値計算に 適した 発展方程式の 定式化は 何か ？ ⇐⇐⇐ 本稿の 主題
適した ゲー ジ条件は 何か ？

数値的な問題: 時間 発展を 行う スキー ム は 何か ？
適切な境界条件は 何か ？ 　 ブ ラ ックホ ー ル が 発生した と き の 境界条件は ？ 星
の 境界の 取り 扱 い や 衝撃波の 発生に ど う 対処す る か ？
コー ドの 並列化

3. 数値計算か ら ど の よ う に 物理量を 取り 出す か

理論的な問題: 重力波情報の 抽出は ど う す る か ？
他の 近似と の 整合性比較

数値的な問題: ど の よ う に ブ ラ ックホ ー ル 境界を 決定す る か ？
数値計算結果の 可視化

1.2 数値相対論に お け る 定式化問題: Overview

以 下， 4次元時空を ， 3次元空間 の 時間 発展問題と 解釈す る 「 時空の 3+1 分解」 を も と に 議 論を 進め

る ． Einstein方程式を 3+1 分解す る と ， 楕円 型の 拘束条件式（ 第１種拘束条件） と （ 物理的に 双曲型の ）

発展方程式に 分解さ れ る ． 系の 構造自体は ， 電磁気 学に 登場す る Maxwell方程式 (Box 1.2) と よ く 似た

も の に なっ て い る ．

Maxwell 方程式 : Box 1.2
　 　 発展方程式: (∂t = ∂/∂t)

∂tE = rot B− 4πj, and ∂tB = −rot E (1.1)

　 　 拘束条件式:

div E = 4πρ, and div B = 0 (1.2)

Maxwell方程式は ， 変数は (E,B) の 計 6成分に 対し， 方程式は 8本あ る が ， そ の う ち の 2本は 拘束条件

と 考え ら れ ， 初期 に 満た して い れ ば ， 時間 発展途上で も 自動的に 満足す る こ と が 簡 単に 示さ れ る ．
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図 2: 数値相対論に お け る 定式化問題研究 の 歴史的概略． 枠囲 みは 定式化の 提案 ， 丸 囲 みは 実際に 数値

計算テストを 行っ た 仕事を 示す ． そ れ ぞ れ の 文献に つ い て は ， [1] の 表１を 参照さ れ た い ．

Einstein方程式を 3+1分解した ， ADM形式 [13]（ §2） の 拘束条件も 同様に ， 第１種の 拘束条件式で
あ り ， 初期 に 満た して い れ ば 後の 時間 で も 自動的に 満た さ れ る こ と が 解析的に 示さ れ る （ そ こ で ， 拘束

条件式は 時間 発展の 間 ， 計算精度の モ ニター と して 使わ れ る ） ． と こ ろ が ， 現実の 数値シミ ュ レ ー ショ

ン で は そ う は なか なか い か ず ， 計算が 途中で 破綻して しま う （ 図 1） ． 途中で 拘束条件式を 解き 直す ， と

い う 提案 も あ る が ， 数値的に は 時間 が か か る し， 途中で ブ ラ ックホ ー ル が 発生す る と 特異 点の 境界条件

が 厄介に なる ， と い う 問題が あ る た め ， 未だ 自由発展が 計算の 主流で あ る ．

数年前ま で ， 数値相対論に 見ら れ る 計算の 破綻は ， ゲー ジ条件の 取り 方や 数値積分の 方法， あ る い は

計算機 の 能力不足に よ る も の だ ， と 考え ら れ て い た ． しか し最近， Einstein方程式の 定式化の 違い で ， 数

学的に は 等価で あ っ て も ， 数値的な「 安 定性」 が 変わ る こ と が 確 か な事実と して 認識さ れ て き た 1 .

現段階で は ， 長く 安 定な時間 発展を 得る 方法と して ，（ 互い に 完 全に 独立なも の で は ない が ） 3 つ の ア

プ ロ ー チが あ る ．

(1) 京都大学の グル ー プ [36, 37, 42] に よ っ て 考案 さ れ た ， 修正ADM形式（ BSSN形式） (§2.1)．

(2) 発展方程式が 陽に 一 階の 双曲性を 持つ よ う に ， ADM変数に 新た に 変数を 加え る など の 操作を 加え

る 双曲形式ア プ ロ ー チ (§2.2)．

(3) 発展方程式系が ， 拘束面を ア トラ クター と して 持つ よ う に ， 作為 的に 方程式を 修正す る 「 漸近的

拘束」 形式 (§2.3)．
1 「 安 定性」 と い う 用語は 業界に よ っ て 異 なる 意 味を も つ ら しい の で ， こ こ で コメ ン トして お く ．

• 我々 は ， 数値シミ ュ レ ー ショ ン が 破綻せ ず 拘束条件を 満た しなが ら 進む こ と に 対して 「 数値的安 定性」 が あ る ， と い う ．

• 偏微分方程式論で ， ノ ル ム が 発散しない と い う 意 味で 使わ れ る 適切性条件 (well-posedness) に 現れ る 安 定性を 「 数学的
安 定性」 と 呼ぶ こ と に す る ．

• 数値解析に お い て は ， von Neumann解析に 代表さ れ る ， 差分スキー ム の 「 安 定性」 と い う 概念も あ る ． 数値誤差が 時
間 発展に よ っ て 増大しない と い う 意 味を 持つ ．

本稿で 論じ る の は ， 拘束条件の 破れ の 原因 が ， 数値スキー ム に 依 ら ず ， 使用す る 方程式の 定式化に 由来す る と い う 現象で あ る ．
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我々 は 第 3 の 方法に 注目し， 簡 単で 有効な再定式化を 推進して い る ． 元の 発展方程式に 拘束条件式を

Lagrange乗数的に 組み込む こ と で ，「 漸近的拘束」 形式を 得る こ と が で き る ， と い う の が 主張で あ る ． 乗

数決定の 指針と して ， 拘束条件式の 発展方程式に 対す る 固有値解析を 提案 した [54, 55, 46]． §3 で は ， こ
の ア イ デア を 述べ ， 上記 の BSSN形式へ の 応用 [56] や ， 元の ADM形式へ の 応用 [55, 46] に つ い て 言及

す る ． 図 2 は 年表で あ る ． 我々 の 「 補正システム (adjusted system)」 が 総て を 統一 的に 理解しよ う と し

て い る こ と を 言い 添え た い ．

2 標準的な方法と ３ つ の ア プ ロ ー チ

2.0 Strategy 0: ADM形式

2.0.1 Original ADM形式

4次元時空を 時間 と 空間 に 分割 す る と い う 「 3+1分解」 の ア イ デア は ， 60年代始め ， Arnowitt, Deser,

and Misner (ADM) [13] に よ っ て 定式化さ れ た ． 彼ら の 目的は 量子重力を 考察す る た め の 正準形式を 構

築す る こ と だ っ た が ， 3次元空間 の 時間 発展と い う 概念は 直観 的に 時空の ダイ ナミ クスを 追う 方法と し

て 受け 入れ や す く ， 数値シミ ュ レ ー ショ ン を 行う と き の 標準的な方法と なっ て い る 2 ．

「 3+1分解」 は 計量を 次の よ う に 分解す る こ と が 基 本に なる ．

ds2 = gµνdxµdxν = −α2dt2 + γij(dxi + βidt)(dxj + βjdt), (2.7)

こ こ で ， α と βj は α ≡ 1/
√

−g00 及 び βj ≡ g0j , で 定義 さ れ ， そ れ ぞ れ ラ プ ス関 数 (lapse function),

シフ トベ クトル (shift vector) と 呼ば れ る ． 3 次元超曲面 (hypersurface) Σ に 直交す る 単位 ベ クトル

nµ = (−α, 0, 0, 0) [nµ = gµνnν = (1/α,−βi/α)] を 用い て ， 3次元空間 へ の 射影 演 算子 γµν = gµν +nµnν

が 定義 さ れ る ． γij は 3次元空間 を 表現す る 内的 (intrinsic)計量で あ る （ 図 3） ． 3次元超曲面が ， 4次元

時空内に ど の よ う に 埋め 込ま れ て い る か を 示す た め に ， 外的曲率 (extrinsic curvature)

Kij = −1

2
£nγij , (2.8)

を 定義 す る ． Gauss-Codacci 関 係式を 用い る と ， Einstein方程式を 導く Hamiltonian密度は

HGR = πij γ̇ij −L, where L =
√−gR = α

√
γ[(3)R − K2 + KijK

ij], (2.9)

2 本稿の notation は 教科書 [4] に 従う ． す なわ ち ， 時空の 符号は (− + ++) と し， 計量は

ds2 = gµνdxµdxν (2.1)

と す る ． 各項で 同じ 添え 字が あ る 場合は 和を 取る ， と い う Einstein の 記 法を 用い る ． 添え 字の 動く 範囲 は ， ギリ シャ 文字に つ
い て は µ, ν = 0, · · · , 3， ロ ー マ 文字に つ い て は i, j = 1, · · · , 3 と す る ． Christoffel 記 号と ， Riemann 曲率・ Ricci 曲率・ Ricci
スカラ ー は ， ∂αgµν = (∂/∂xα)gµν と して

Γα
µν ≡

1

2
gαβ(∂νgβµ + ∂µgβν − ∂βgµν) (2.2)

Rµ

ναβ ≡ ∂αΓµ

νβ − ∂βΓµ
να + Γµ

σαΓσ
νβ − Γµ

σβΓσ
να (2.3)

Rµν ≡ Rα
µαν (2.4)

R ≡ Rµ
µ (2.5)

で 定義 す る ． 光速を c = 1 と す る 単位 系を 取る ． 以 上に よ り ， Einstein方程式は ， 宇 宙項を Λ， エネル ギー 運 動量テン ソル を
Tµν と して

Rµν −

1

2
gµνR = 8πGTµν − gµνΛ (2.6)

と なる が ， さ ら に 議 論は ， 真空の 時空に つ い て の みと す る の で （ 物質が 存在す る 場合の 議 論も 変わ ら ない [47]） ， (2.6) の 右 辺
は ゼロ と 考え て 良い ．
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coordinate constant line
surface normal line

Ni

lapse function, N

shift vector, Ni

t = constant hypersurface

図 3: 時空の 発展の 概念： 3次元超曲面 Σ の 時間 発展． 計量の 0成分に 現れ る ラ プ ス関 数 (α ま た は N

と 表記 ) と シフ トベ クトル (βi ま た は N i) は ， ゲー ジ条件と も よ ば れ ， 時間 発展を 行う 際に 座標の 自由

度を 固定す る ．

と 記 述す る こ と が で き る ． こ こ で ， πij は γij に 対応す る 正準運 動量で ，

πij =
∂L
∂γ̇ij

= −√
γ(K ij − Kγij), (2.10)

で あ り ， 境界項は 省略して い る ． HGR を α や βi で 変分す る こ と で 拘束条件式が 得ら れ ， γ̇ij = δHGR

δπij

と π̇ij = − δHGR

δhij
よ り ， 運 動方程式が 与え ら れ る ．

2.0.2 Standard ADM 形式

Smarr と York は ， πij よ り も ， Kij を 基 本変数と す る ADM形式を 数値相対論屋向け に 紹介した ． こ

れ を 本稿で は 「 Standard ADM 形式」 と 呼ぶ ．

Standard ADM 形式 [49, 58]: Box 2.1

基 本変数は (γij ,Kij)， す なわ ち 3次元計量と 外的曲率． 3次元超曲面 Σ を ， ゲー ジ関 数 (α, βi) を

定め つ つ ， 時間 方向に 発展さ せ て い く ．

• 発展方程式:　 （ K = K i
i，

(3)Rij は 3次元Ricci曲率， Di は 3次元共変微分）

∂tγij = −2αKij + Diβj + Djβi, (2.11)

∂tKij = α (3)Rij + αKKij − 2αKikKk
j − DiDjα

+(Diβ
k)Kkj + (Djβ

k)Kki + βkDkKij (2.12)

• 拘束条件式:　 （ (3)R =(3) Ri
i）

HADM := (3)R + K2 − KijK
ij ≈ 0, (2.13)

MADM
i := DjK

j
i − DiK ≈ 0. (2.14)
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(2.13) は Hamiltonian拘束条件式（ エネル ギー 拘束条件式） ， (2.14) は 運 動量拘束条件式と 呼ば れ る ．

ADM形式は ， 時間 に 関 して 1階の 12個の 変数 (γij ,Kij) か ら 構成さ れ て い る ． 常に ゲー ジの 自由度が

4 つ (α, βi) あ り ， 4本の 拘束条件式 (2.13) と (2.14) が 存在す る の で ， 物理的な自由度は 4 で あ る ． こ

れ は ， 重力波の 自由度が 2 で あ る こ と に 対応して い る ．

Standard ADM と Original ADM方程式の 違い は ， 発展方程式 (2.12) の 右 辺に 拘束条件式 (2.13) が

使わ れ て Ricciスカラ ー R が 陽に 出ない よ う な形に なっ て い る こ と で あ る ．

拘束条件式 (2.13) と (2.14) の 時間 発展方程式（ 拘束伝播方程式） を 記 す と 次の よ う に なる [27]．

拘束伝播方程式 Constraint Propagations of the Standard ADM: Box 2.2

∂tH = βj(∂jH) + 2αKH− 2αγij(∂iMj)

+α(∂lγmk)(2γ
mlγkj − γmkγlj)Mj − 4γij(∂jα)Mi, (2.15)

∂tMi = −(1/2)α(∂iH) − (∂iα)H + βj(∂jMi)

+αKMi − βkγjl(∂iγlk)Mj + (∂iβk)γ
kjMj . (2.16)

こ の 2式は ，『 も し初期 時刻に 拘束条件が 満た さ れ て い る （ H ≈ 0,Mi ≈ 0） なら ば ， 以 後の 時間 発展の

間 も そ の ま ま 継続して 満た さ れ る 』 こ と を 示す ． こ の 事実を 根拠に して ， 一 般相対論の 数値シミ ュ レ ー

ショ ン は ， 長い 間 「 Standard ADM形式を 用い ， 初期 に 拘束条件を 解き ， 時間 発展の 最中は 拘束条件式

を モ ニター す る 」 と い う 方法で 行わ れ て き た ．

こ の 標準的な方法は ， 重力崩壊や ブ ラ ックホ ー ル 形成の 臨界現象， 宇 宙論など の 数値計算で 確 実な成

功を 収め て き た ． しか し， コン パ クト連星合体に よ る 重力波の 発生メ カニズム の よ う に ， 強い 重力場を

長時間 発展さ せ なけ れ ば なら ない 問題に 対して は 綻び が 見え 始め た ． 上記 の 『 · · · 』 の 記 述は ， 数値計
算上は 必ず しも 正しく ない の で は ない か ， と 研究 者が 気 づ い た の は 90年代始め で あ る ． §3 で も 述べ る
が ， 我々 が ， こ の Standard ADM形式に ， 拘束条件の 破れ が あ る と そ れ が 増大して しま う モ ー ドの 存在

が あ る こ と を 解析的に 示した の は 2002年で あ る [46]．

2.1 Strategy 1: 中村ら に よ る 修正ADM形式 (BSSN形式)

2.1.1 基 本変数と 方程式

現在の と こ ろ ， 大規 模数値シミ ュ レ ー ショ ン で も っ と も 良く 使わ れ て い る の が ， 京都大学の 中村卓史

ら [36, 37, 42] に よ っ て 考案 さ れ た 修正ADM形式で あ る ． 業界で は ， 柴田・ 中村の 論文 [42] に 使わ れ て

い た こ の 定式化を 再発見した Baumgarte-Shapiro [15] の 頭文字も と っ て ， BSSN形式と 呼ば れ て しま う

こ と も 多い ．

こ こ で は 広く 使わ れ て い る notation[15] で 紹介しよ う ． 基 本変数は ， ADM変数 (γij ,Kij) の 代わ り に

ϕ = (1/12) log(detγij), γ̃ij = e−4ϕγij , K = γijKij , (2.17)

Ãij = e−4ϕ(Kij − (1/3)γijK), Γ̃i = Γ̃i
jkγ̃

jk. (2.18)

で 定義 さ れ る (ϕ, γ̃ij ,K,Ãij ,Γ̃
i) を 用い る ． 共形部分と そ れ 以 外に 分け た こ と に なる が ， BSSN形式で は

共形変換 フ ァ クター ϕ を ， 常に γ̃(:= detγ̃ij) = 1, と なる よ う に 時間 発展の 最中に 再定義 す る ． こ れ は 変

数の 定義 で あ る が ， 拘束条件の 一 つ と も 数え ら れ る だ ろ う ． ま と め る と 次の よ う に なる ．
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BSSN 形式 (修正ADM形式) [36, 37, 42, 15]: Box 2.3

基 本変数は (ϕ, γ̃ij ,K,Ãij,Γ̃
i).

3次元超曲面 Σ を ゲー ジ関 数 (α, βi) で 固定しつ つ ， 時間 発展す る ．

• 発展方程式:

∂B
t ϕ = −(1/6)αK + (1/6)βi(∂iϕ) + (∂iβ

i), (2.19)

∂B
t γ̃ij = −2αÃij + γ̃ik(∂jβ

k) + γ̃jk(∂iβ
k) − (2/3)γ̃ij(∂kβ

k) + βk(∂kγ̃ij), (2.20)

∂B
t K = −DiDiα + αÃijÃ

ij + (1/3)αK2 + βi(∂iK), (2.21)

∂B
t Ãij = −e−4ϕ(DiDjα)TF + e−4ϕα(RBSSN

ij )TF + αKÃij − 2αÃikÃk
j

+(∂iβ
k)Ãkj + (∂jβ

k)Ãki − (2/3)(∂kβk)Ãij + βk(∂kÃij), (2.22)

∂B
t Γ̃i = −2(∂jα)Ãij + 2α(Γ̃i

jkÃ
kj − (2/3)γ̃ij(∂jK) + 6Ãij(∂jϕ))

−∂j(β
k(∂kγ̃ij) − γ̃kj(∂kβ

i) − γ̃ki(∂kβ
j) + (2/3)γ̃ij(∂kβ

k)). (2.23)

• 拘束条件式:

HBSSN = RBSSN + K2 − KijK
ij, (2.24)

MBSSN
i = MADM

i , (2.25)

Gi = Γ̃i − γ̃jkΓ̃i
jk, (2.26)

A = Ãij γ̃
ij, (2.27)

S = γ̃ − 1. (2.28)

(2.24) と (2.25) は Hamiltonian拘束条件式・ 運 動量拘束条件式（ い わ ば 「 運 動学的」 拘束条件） で あ る ．

他の 3 つ は 「 代数的」 拘束条件で あ る が ， 時間 発展を 通じ て 守ら れ なけ れ ば なら ない の は 同じ で あ る ．

2.1.2 Remarks

何故 BSSN形式が Standard ADM形式よ り ， 安 定性に お い て 優れ て い る の だ ろ う か ． い く つ か の 説

明が なさ れ た が ， 決定的なも の は ない ．

新しい 変数 Γ̃i は ， Ricci曲率を よ り 正確 に 計算す る 目的で 導入さ れ た ． BSSN形式で は ， Ricci曲率は

RADM
ij = ∂kΓ

k
ij − ∂iΓ

k
kj + Γl

ijΓ
k
lk − Γl

kjΓ
k
li, と せ ず RBSSN

ij = Rϕ
ij + R̃ij で 計算す る ． こ こ で Rϕ

ij は 共形

フ ァ クター ϕ か ら 算出さ れ る 項， 後者は そ れ 以 外の 項で あ る ． こ の 表現の 差は わ ず か で は あ る が ， 平坦

な時空で 重力波摂動を 考え た 時， RBSSN
ij は 波の 伝播を 陽に 記 述す る オペ レ ー タを 再現す る の で 好ま し

い ， と 中村ら は 説明す る ． しか し， こ れ は 弱い 重力の と き に の み有効な議 論で あ る ．

ドイ ツの グル ー プ [8, 10] は ， 数値計算の 比較 か ら ， BSSN形式の 安 定性改善は ， 発展方程式の 右 辺を

運 動量拘束条件を 用い て 修正した か ら で は ない か ， と 報告した ． 彼ら は 同時に ， BSSN発展方程式を 平

坦な時空の 摂動に 適用して 固有値解析した 時に ， ADM の 場合に 比べ 「 ゼロ 固有値」 が 少なか っ た こ と

か ら ， 不安 定性は 「 ゼロ 固有値」 に よ っ て 引 き 起 こ さ れ る の で は ない か ， と も 報告して い る ．

発展方程式を 線形化して ， 双曲形式の 分類を す る こ と で BSSN形式の 利点を 説明しよ う と した も の も

あ る [8, 39]．（ ADM形式と 同様， BSSN形式は 右 辺に Ricci曲率を 含 む の で ， 陽に 双曲型で は ない ） ． こ
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れ ら は BSSN形式に あ る 種の サポ ー トを 与え る こ と は 確 か で あ る が ， (ADM形式と 同様に ) 不適切な解

(ill-posed solution) の 存在 [28] も 示さ れ て お り ， ど の 説明も 完 全に 納得で き る も の で は ない ．

後に 述べ る 我々 の 解析は ， BSSN形式の 利点は 「 新変数の 導入よ り も ， 運 動量拘束条件を 用い た 修正

に 依 る 」 と い う 結論に なっ た ． 我々 は さ ら に 「 BSSN方程式を 拘束条件を 用い て 再修正す る こ と に よ っ

て ， 漸近的拘束システム (§2.3) が 構築で き る 」 こ と も 示して い る [56] (§3)．

2.2 Strategy 2: 陽に 双曲形式を 目指す 定式化

2.2.1 定義 ， 期 待さ れ る 特性

第 2 の ア プ ロ ー チは ， 発展方程式が 陽に 1階の 双曲形式と なる よ う に Einstein方程式を 定式化す る 方

法で あ る ． 応用数理学会会員 に は 釈迦に 説法か と 思わ れ る が ， 一 応定義 を 書い て お く と ，

双曲形式 Box 2.4

基 本変数 uα (α = 1, · · · , n) に 対す る 発展方程式が 右 辺に 2階以 上の 空間 微分を 含 ま ない と き ， そ

の 系を 1階の （ 準線形） 偏微分方程式と 呼ぶ ． す なわ ち ，

∂tuα = Mlβ
α(u) ∂luβ + Nα(u), (2.29)

と 書け て ， 特性行列M お よ び 項N が u の 微分項を 含 ま ない と き で あ る ． さ ら に ， 次の よ う に 分

類さ れ る ．

• 特性行列の 固有値が す べ て 実で あ る と き ， 弱双曲形式

• 特性行列が 対角化可能か つ す べ て の 固有値が 実なと き ， 強双曲形式（ 対称化可能形式） ．

• 特性行列が エル ミ ー ト行列の と き ， 対称双曲形式．

双曲形式に 関 す る 包含 関 係は

対称双曲型 ⊂強双曲型 ⊂弱双曲型. (2.30)

発展方程式を 陽に 双曲形式に 書く こ と は ， そ の 系の 適切性 (well-posedness) を 証明す る の に 有効で あ

る ． こ こ で 適切性と は ， 発展方程式の 解 {u} が ， (1◦) 少なく と も 一 つ 存在し (local existence)， (2◦) 唯一

性 (uniqueness) が 言え ， (3◦) 安 定性 (stability) を 満た す こ と を 言う ． 3 つ 目の 解の 安 定性と は ， 解 {u}
を Cauchyデー タと して 与え た 時， そ の 解に 近い 解を 与え て 時間 発展す れ ば ， 元の 解の 時間 発展と 近い

ま ま で あ る ， と い う 意 味で あ る ． 系の 適切性は ， 結果と して ， ノ ル ム に 関 す る エネル ギー 不等式

||u(t)|| ≤ eατ ||u(t = 0)||, where 0 < τ < t, α = const. (2.31)

が 存在す る こ と ， と して 表現す る こ と が で き る ． こ の こ と は ， 初期 値に よ っ て 解の ノ ル ム の 上限が 押さ

え ら れ る と い う こ と で 好ま しく 聞こ え る が ， 解の ノ ル ム が 一 定で あ る こ と を 保証す る も の で は ない ．

弱双曲型で は ， 一 般に ， Cauchy問題は C∞ 適切で あ る ， と 言う こ と が で き ない ． 強双曲型/対称双曲

型で は ， 特性行列が u に 依 存しない 場合， エネル ギー ノ ル ム の 有限性を 示す こ と が で き る (cf [50])． 特

性行列が u に 依 存す る 場合は ， 限ら れ た 場合に つ い て の み適切性が 証明さ れ る ．
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数値シミ ュ レ ー ショ ン の 立場で 見て ， こ の 双曲形式分類が 魅力的なの は ， 数学的な適切性の 証明だ け

で は ない ． 次の よ う な利点が 考え ら れ る ．

(a) す で に Newton流体計算で は ， 衝撃波を 扱 う た め に ， 双曲形式に 基 づ く 流速保存スキー ム など が

開発さ れ て い る ．

(b) 特性速度（ 特性行列の 固有値） は ， そ の 系の 情報伝達速度を 代表す る も の と 考え ら れ る の で ， シ

ミ ュ レ ー ショ ン を 行う モ デル の 物理的情報伝達速度の 検討が 可能に なる ．

(c) 特性速度の 存在は ， 数値的境界条件の 工夫に 役立つ だ ろ う と 期 待さ れ て い る ． ま た ， 初期 値境界

値問題 (initial boundary value problem, IBVP) で は ， 現在の と こ ろ Cauchy問題が 適切に 定義 さ

れ る の は 双曲形式に 限ら れ る ．

数値相対論の 定式化問題ア プ ロ ー チの 一 つ と して ， 双曲形式に 立脚 した 議 論は ， こ の よ う な期 待に 端

を なして い る ． §2.2.3 で 再び 議 論す る が ， 上記 の 期 待は す べ て 妥当に 聞こ え る も の の ， 実際の 数値計算
で そ の 利点が 必ず 再現さ れ て い る わ け で は ない .

2.2.2 双曲形式の Einstein方程式

ほ と ん ど の 物理的なシステム は ， 対称双曲型発展方程式で 記 述で き る と 考え ら れ る [30]． Einstein方程

式の 適切性を 証明す る た め に も ， Einstein方程式を 双曲化す る こ と は ， 数学的相対論研究 の 一 つ の 長い

テー マ と なっ て い る ． 奇 しく も ， 数値相対論の 最近の 発展は ， 数学者た ち の 研究 と 結び つ く こ と に なっ た ．

残念なが ら ， ADM形式は そ の ま ま で は 1階双曲型で は ない ． (2.12) の 右 辺に は Ricci 曲率が あ り ， 2

階の 空間 微分を 含 む か ら で あ る ． こ れ ま で ， 非常に 多く の 双曲化さ れ た Einstein方程式が 提案 さ れ て き

た ． 双曲化す る 際よ く 行わ れ る ステップ は ， (1◦) 新しい 変数を 導入（ 多く の 場合， 計量の 1階空間 微分

を 新変数と す る ） ， (2◦) 発展方程式を 拘束条件式を 用い て 修正， そ して 時と して ， (3◦) ゲー ジ条件の 制

限， お よ び (4◦) 変数の 再スケー リ ン グで あ る ． (1◦) の ステップ の た め ， 基 本変数の 数は ADM形式の 場

合よ り 必ず 多く なる ．

紙数制限の 関 係上， こ こ で は こ れ ま で に 提案 さ れ た も の の う ち ， い く つ か を 次に リ ストす る に と ど め

る こ と に す る （ 短い 解説は [1] に あ る ） ． 図 2 の 年表も 参照して い た だ き た い ．

• The Bona-Massó formulation [17, 18]

• The Einstein-Ricci system [24, 5] / Einstein-Bianchi system [11]

• The Einstein-Christoffel system [12]

• The Ashtekar formulation [14]

• The Frittelli-Reula formulation [29, 50]

• The Conformal Field equations [26]

• The Kidder-Scheel-Teukolsky (KST) formulation [33]

最後の ， KST形式は ， 多く の 双曲形式を ま と め あ げ た も の なの で ， こ こ で 紹介して お こ う （ Box 2.5） ．

KST形式は ， 基 本的に は ADM形式か ら 出発して 構築さ れ た も の の ， 変数は 30， 拘束条件は 22， そ し

て 12 の 自由に 設定で き る パ ラ メ ー タが 存在す る ． パ ラ メ ー タの 設定方法に は 物理的な指針が ない の で ，

数値計算に 適用す る 時に は 試行錯誤的に パ ラ メ ー タサー チが 必要に なっ て しま う ．
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Kidder-Scheel-Teukolsky (KST) 双曲形式 [33]: Box 2.5

• 変数の 組 (gij ,Kij , dkij ≡ ∂kgij) を 用い て ， 基 本変数 (gij , Pij ,Mkij) を 次の よ う に 定義 す る ．

Pij ≡ Kij + ẑgijK, (2.32)

Mkij ≡ (1/2)[k̂dkij + êd(ij)k + gij(âdk + b̂bk) + gk(i(ĉdj) + d̂bj))], (2.33)

こ こ で dk = gabdkab, bk = gabdabk で あ り ， (â, b̂, ĉ, d̂, ê, k̂, ẑ) は ，「 運 動学的 (kinematical)」

パ ラ メ ー タで あ る ．

• 3次元超曲面 Σ を ゲー ジ条件 (α, βi) で 固定しなが ら 時間 発展さ せ る こ と を 基 本に す る が ，

実際は 重み付ラ プ ス関 数　 Q = log(αg−σ) を 用い て パ ラ メ ー タ σ の 自由度を 導入して お く ．

• 発展方程式を 拘束条件式で 修正す る ． (gij ,Kij , dkij) の 方程式に 対して ， ∂̂0 = ∂t − £β と

して

∂̂0gij = −2αKij , (2.34)

∂̂0Kij = (· · ·) + γαgijH + ζαgabCa(ij)b, (2.35)

∂̂0dkij = (· · ·) + ηαgk(iMj) + χαgijMk, (2.36)

と す る ． (γ, ζ, η, χ) は パ ラ メ ー タで あ る ． (· · ·) の 部分は ， 元の ADM形式の 式に 対応す る 項

を 示す （ 具 体的に は [33] の (2.14) と (2.24)） ． 実際に は こ れ ら を (gij , Pij ,Mkij) の 発展方程

式に 変換 す る ．

• 拘束条件式は Cklij ≡ ∂[kdl]ij と して ， (H,Mi, Cklij)．

KST形式の 最大の 進展は 「 運 動学的 (kinematical)」 パ ラ メ ー タの 導入で あ る ， と 我々 は 考え て い る ．

こ の 6 つ の パ ラ メ ー タは ，

• 発展方程式の 固有値を 変え ない ．
• 拘束伝播方程式の 特性部分を 変化さ せ ない ．
• 発展方程式の 固有ベ クトル を 変え る ．
• 発展方程式・ 拘束伝播方程式の 非特性項を 変え る ．

と い う 特徴を 持つ ． ル イ ジア ナ州立大学の グル ー プ [21] は ， 平坦な時空で の 線形摂動を KST方程式

で 表した 時， 非特性項 (non-principal terms) が ゼロ に 成り 得る こ と か ら ， 運 動学的パ ラ メ ー タの 導入

が ， 双曲形式の 数学的特徴を そ の ま ま 数値的な結果に 結び つ け る キー に なる だ ろ う ， と 予想して い る ．

Lindblom-Scheel [34] は ， KST方程式を 数値シミ ュ レ ー ショ ン に 用い た 時に ， 発展方程式の 特性行列か

ら 得ら れ る ノ ル ム の 増大率と 数値的な誤差増大率を 対応さ せ よ う と した ． 両者は 完 全に は 一 致しなか っ

た が ， 非線形破綻が 始ま る 前ま で は 近い オー ダー で 対応して い る こ と を 示して い る ．

2.2.3 双曲形式に 対す る Remarks

双曲形式の 発展方程式を 数値的な安 定性と 結び つ け て 議 論す る 時に は ， 次の 点を 明ら か に しなけ れ ば

なら ない で あ ろ う ．
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Q 時間 発展方程式の 定式化と い う 視点か ら 考え て ， 双曲化が 数値的安 定性に 実際に 効果を も た

ら す も の なの か ． あ る い は ， ど の よ う な状況下で ， 双曲化の 利点が 見ら れ る の だ ろ う か ．

残念なが ら ， 現在の 数値相対論は ， ま だ こ の 質問に 答え る こ と は で き て い ない ． 双曲化が 注目さ れ た 初期

の 頃の 数値計算は ， 安 定化に 対す る 利点を 強調した も の が 多か っ た [18, 19, 40, 41] が ， こ れ は Standard

ADM形式と の 比較 に 基 づ く も の で あ る ． 比較 す る ADM形式が も と も と 性質が 悪 い こ と を 考慮す れ ば

([46]) 当然の 結果と 言え ない こ と も ない ． 最近， 平坦な時空を 非自明なゲー ジ条件で 発展す る モ デル 問

題を 用い て ， 弱双曲型と 強双曲型の 違い が 長時間 積分した 際の 計算寿命に 反映 さ れ る ， と い う 報告が な

さ れ た [22]． しか し， 双曲化の ア プ ロ ー チは 必ず しも 薔薇色で は ない ， と い う 印 象も 受け る ．

Objections from numerical experiments

• 双曲型ア プ ロ ー チの 定式化を 用い て 報告さ れ て い る す べ て の 数値計算例は ， や は り 最終的に
数値的破綻を 迎え て しま っ て い る ．

• ゲー ジ関 数も 同様に 双曲化す る 試みが 一 時提案 さ れ た [17] が ， 伝播速度の 有限性は 数値計

算で 病的な衝撃面 (pathological shock formations) を 発生さ せ る 場合が あ る こ と が 示さ れ た

[6, 7].

• 変数を 同じ に した ， 弱双曲型・ 強双曲型・ 対称双曲型の 統一 的な数値比較 で は ， 数値的安 定
性に 関 して ， 3者の 間 に 顕著な差が 見ら れ なか っ た ．（ Frittelli-Reula 形式 [29] を 用い た Hern

の 計算 [31]， お よ び ， Ashtekar形式 [14, 53] を 用い た 我々 の 計算 [45]）

• 対称双曲型の 方程式を 用意 す れ ば ， 必ず しも 最良の 数値シミ ュ レ ー ショ ン が 実現さ れ る わ け
で は ない ． 多く の 場合， 対称双曲型を さ ら に 一 工夫す る 必要が あ る ．（ Einstein-Ricci system

[41] や Einstein-Christoffel system [16], conformal field equations [32], KST形式 [34]など ）

も ち ろ ん ， こ れ ら の 結果は ， 特定の 定式化・ 特定の モ デル に 基 づ く も の なの で ， 一 般化して 理解す る の

は 危 険で あ る ． 今後の 比較 研究 の 上で ， 注目しなけ れ ば なら ない 事項は 次の よ う なこ と で あ ろ う ．

Remarks on hyperbolic formulations

(a) 偏微分方程式の 適切性に 関 す る 数学的証明は ， 多く の 場合非常に 簡 単な対称双曲型お よ び 強

双曲型方程式に 基 づ く も の で あ る ． 特性行列の 成分に 基 本変数依 存性が あ る 場合（ す べ て の

Eintein方程式の 双曲化で は 複雑な依 存性が あ る ） ， 適用で き る よ う な証明が ほ と ん ど ない ．

(b) 適切性の 議 論で 登場す る 「 安 定性」 は ， ノ ル ム の 上限が 存在す る こ と を 述べ る も の で あ り ，

ノ ル ム が 一 定あ る い は 減少す る こ と を 保証す る も の で は ない ．

(c) 双曲型の 議 論で は ， 特性部分の みが 注目さ れ ， 他の 非特性項は 無視さ れ て い る ．

我々 は ， 数値相対論業界に お け る 双曲形式へ の 過度の 期 待と 混乱は ， こ れ ら の 事項に あ る と 考え て い

る ． 特に (c) の 非特性項の 影 響は 重要で あ る ． 上記 の Ashtekar 形式や Frittelli-Reula形式で の 数値計算

が 双曲型分類の 違い を 示さ なか っ た の は 非特性項の 影 響は 無視で き ない か ら で あ っ た と 考え ら れ る ． こ

の 点に 関 して ， KST形式の 登場は ， 非特性項の 影 響を 小さ く す る こ と が で き る も の で ， 今後の 比較 計算

が 期 待さ れ る ．

も し安 定性に 関 す る 解析的な予想と 数値計算の 振る 舞い が 一 致す る なら ば ， 双曲形式の ア プ ロ ー チは

数値相対論で 非常に 有効な手段と して 残る で あ ろ う ． 将来的に 数値相対論で IBVP研究 を 真剣に 行う こ

と に つ なが る こ と に なる か も しれ ない ．

次の 章で は ， 第 3 の ア プ ロ ー チを 紹介す る が ， そ こ で の 我々 の 解析は ， 上記 の 非特性項の 影 響も 含 め

た も の で あ る こ と を こ こ で 一 言予告して お き た い ．
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2.3 Strategy 3: 漸近的拘束システム (Asymptotically constrained systems)

第 3 の ア プ ロ ー チは ， 拘束条件の 破れ に 対して 堅牢なシステム を 積極的に 作ろ う と す る 試みで あ る ． 具

体的に は ， 時間 発展の ア トラ クター が 拘束面で あ る よ う なシステム を 構築す る ア プ ロ ー チを 指す （ 図 4） .

こ の ア イ デア は ， Brodbeck ら [20] に よ っ て 「 λ-システム 」 と 命名さ れ て 提案 さ れ た の が 初め で あ る

が ， そ の 後， 我々 は よ り 簡 略化した ステップ で 同様の 効果を 得る こ と が で き る 「 補正システム (adjusted

system)」 を 提案 [54]し， 前章ま で の ア プ ロ ー チの 統一 を 試みて い る ．

2.3.1 “λ-システム ”

Brodbeck ら [20] は ， 対称双曲型の 発展方程式に 対して ， さ ら に 新変数 λ を 導入し， λ の 発展方程

式を 意 図的に 設定す る こ と に よ っ て ， 元の 系が 拘束面に 収束す る よ う な手法を 提案 した ． 新変数 λ は ，

拘束条件式の 破れ を 測る よ う な量で ， λ の 発展方程式は 拡散方程式を 想定して お り ， λ が 指数関 数的に

ゼロ に 収束す る よ う に 設定さ れ る ．

“λ-システム ” (Brodbeck-Frittelli-Hübner-Reula) [20]: Box 2.6

対称双曲型の 発展方程式に 対して ， 新変数 λ を 導入し， 時間 発展が 拘束面を ア トラ クター と なる

よ う な人工的な力を 加え る ．

手順:

1. 対称双曲型の 発展方程式を 準備す る ∂tu = M∂iu + N

2. 新変数 λ を 導入 (λ は 拘束条件の 破れ の 指標)

λ の 時間 発展は 意 図的に 拡散型と す る

∂tλ = αC − βλ

(α 6= 0, β > 0)

3. 変数 (u, λ) の 組を 新た な基 本変数と す る ∂t

(
u

λ

)

'
(

A 0

F 0

)

∂i

(
u

λ

)

4. 発展方程式が 対称双曲型に なる よ う に 補正す る

補正す る
∂t

(
u

λ

)

=

(
A F̄

F 0

)

∂i

(
u

λ

)

t=0 

Constrained  Surface
(satisfies  Einstein's constraints)

time

er
ro

r

Blow up

Stabilize?

?

図 4: 「 漸近的拘束システム 」 の 発展イ メ ー ジ図．
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図 5: Ashtekar-λ システム の 数値計算例． 面対称 1次元時空を 伝播す る 平面重力波を 周期 境界条件の 元

で 数値シミ ュ レ ー ショ ン を 行っ た ． 図は Hamiltonian拘束条件式 CH の L2 ノ ル ム の 時間 変化で あ る ． 時

刻 t = 6 で ， 人工的なエラ ー を 挿入し， そ れ が そ の 後の シミ ュ レ ー ショ ン に ど う 影 響す る か を 示して い

る ． 図 (a) は t = 6 で の 人工的なエラ ー の 大き さ と そ の 後の 拘束条件の 破れ 具 合の 比較 ． 3例と も 発展

方程式を 全く 修正して い ない オリ ジナル （ 弱双曲型 Ashtekar形式） なも の の 場合． 図 (b) は 補正さ れ

た システム の 効果の 比較 ． い ず れ も 図 (a) の 人工的なエラ ー 20%を t = 6 で 与え て い る が （ 実線は オリ

ジナル なシステム の 場合で 両図共通） ，「 λ システム 」 は 明ら か に 拘束条件の 破れ を 減少さ せ て い る ． そ

の 違い は ， オリ ジナル な方程式を 強双曲型に 修正した 場合の 違い （ 図の 点線） よ り も 大き い [54]． )

新しい 発展方程式も 対称双曲型で あ る よ う に 設計さ れ て い る の で ， 系の 発展は 適切で あ り ， 解の 一 意 性

も 保証さ れ て い る と 考え ら れ る ． Brodbeck ら は ， 解析的に ， 十分小さ な λ(> 0) に 対して は ， 適当な係

数 α と β を 取る こ と に よ っ て λ が ゼロ に 収束す る こ と を 示して い る ．

Brodbeck ら は ， Einstein方程式の 対称双曲型の 一 つ で あ る Frittelli-Reula 形式 [29] に つ い て 具 体的

な「 λシステム 」 を 書き 示した が ， 具 体的な数値計算は 行っ て い ない ． 我々 は ， Ashtekar に よ っ て 提案

さ れ た Einstein方程式の 新しい 正準変数を 用い て ， システム の 「 λ化」 を 行い ， 拘束条件式の 破れ と と

も に 実数条件の 破れ も 制御で き う る こ と を 示した （ Ashtekar形式は 複素多様体を 扱 う た め ， 実多様体に

制限す る こ と も 拘束条件と して 必要に なる ） [44]． 我々 は 実際に 数値計算も 行い ， 電磁気 学の Maxwell

方程式を λ化した システム と Ashtekar-λ システム の 両方で ， 期 待さ れ た 拘束面へ の 収束が ， 数値的に

実現す る こ と を 示した （ 図 5） [54]． 人工的に 拘束面へ 回帰 した 数値解が は た して 本当の 方程式の 解なの

か ， と い う 疑 問も 呈さ れ て い る [48] が ， 元来我々 は 差分誤差程度で 長時間 発展を 保つ こ と が で き れ ば 満

足なの で あ る こ と を 考え る と ， 誤差の 小さ い う ち に そ の 拡大を 防ぐ と い う 発想は と て も 魅力的で あ る と

思う ．

しか し，「 λ システム 」 に は 代償も 多い ． (i) 元の システム が 対称双曲型で あ る こ と を 前提と して い る の

で ， Einstein方程式で は そ の 応用が 限ら れ る ． (ii) 新た に 拘束条件の 数だ け 新しい 変数を 加え る の で 数

値計算に も 負担が か か る ． そ して ， (iii) 「 λ システム 」 が 非線形レ ベ ル の 拘束条件の 破れ に 対応で き る

か ど う か は 不明で あ る ． ま た ， 空間 微分を 含 ま ない 拘束条件に 対して ， こ の ア イ デア が 適用で き る か も

定か で は ない ．

2.3.2 補正システム (adjusted system)

い よ い よ 我々 の 提案 を 紹介しよ う ．「 λ システム 」 と 目的を 同じ に 保ち なが ら ， そ の 代償を なく す シス

テム で あ る ．
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補正システム (adjusted system) (ま と め ) [54]: Box 2.7

目的: 拘束面を ア トラ クター と す る システム を 運 動方程式を 補正す る こ と に よ っ て つ く り ，

拘束条件の 破れ を 制御す る ．

手順: 運 動方程式の 右 辺に 拘束条件式を 加え ， そ の 係数（ Lagrange乗数） を 調節す る ．

理論武装: 係数（ Lagrange乗数） の 決め 方は ， 拘束伝播方程式を 先に 導い て お き ， 右 辺の Fourier

モ ー ドの 固有値解析を 行う こ と に よ り ， あ る 程度予測さ れ る ．

利点: 元の 発展方程式が ， 対称双曲型で なく て も よ い ．

利点: 基 本変数の 数が ， 元の 発展方程式と 同じ に 保た れ る ．

よ り 詳しく は ， 次の 章を 参照して 頂き た い ． 手順に つ い て 補足す る と 次の よ う に なる ．

補正システム (adjusted system) (手順): Box 2.9

1. 発展方程式を 用意 す る （ 陽に 双曲型で なく て も よ い ） ∂tu = J∂iu + K

2. 発展方程式の 右 辺に 拘束条件を 加え る ∂tu = J∂iu + K +κC
︸ ︷︷ ︸

3. 拘束伝播方程式を 先に 導い て お き ， 右 辺の Fourier

モ ー ドの 固有値解析を 行う こ と に よ り ， 係数 (La-

grange 乗数) κ を 決定す る ． 固有値予測の 指針は ，

実負ま た は 純虚 (Box 3.2, 3.3 参照)

∂tC = D∂iC + EC

∂tC = D∂iC + EC +F∂iC + GC
︸ ︷︷ ︸

運 動方程式を 拘束条件式で 補正す る ， と い う 点か ら 言え ば ， 手法そ の も の は 前章ま で に 紹介した も の と

同じ で あ る ． しか し我々 は ， 双曲型方程式の 構築原理を 捨て ，「 拘束伝播方程式」 に 着目し， そ の 固有値

を 「 拘束条件破れ の 拡大フ ァ クター 」 と 見なし， そ の 制御を 能動的に 行お う と す る の で あ る ． 次章で そ

れ を 説明した い ．

3 統一 的な理解へ 向け て ：「 補正システム (adjusted system)」

こ の 章で は ， 漸近的に 拘束面に 近づ く 発展方程式を つ く る ， と い う 我々 の 「 補正システム (adjusted

system)」 の 観 点か ら ， 前章で 紹介した 他の ア プ ロ ー チの 統一 的な理解を 試みる ． 元論文は [54, 55, 46,

56, 57]等で あ る ．
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3.1 手順： 拘束伝播方程式と 我々 の 提案

時間 発展を 行う 基 本変数の 組が ua(xi, t) で あ る と して ， 発展方程式を

∂tu
a = f(ua, ∂iu

a, · · ·), (3.1)

満た さ なけ れ ば なら ない （ 第１種） 拘束条件式を

Cα(ua, ∂iu
a, · · ·) ≈ 0. (3.2)

と す る ． こ こ で ， 発展方程式 (3.1) が ， 1階の 双曲型で あ る こ と は 要請しない ． 我々 は ， 数値計算を 実行

す る 以 前に ， 拘束条件 Cα の 時間 発展方程式（ 拘束伝播方程式， constraint propagation）

∂tC
α = g(Cα, ∂iC

α, · · ·), (3.3)

を 用意 して ， 拘束条件の 破れ 具 合を 解析的に 把握 す る こ と を 提案 す る ． 必ず しも ， (3.3) を (3.1) と 共に

数値的に 同時に 解く こ と を 想定して い る わ け で は ない ．

さ て ， 発展方程式 (3.1) の 右 辺が ， 拘束条件式を 用い て 補正（ 修正， 置換 ， adjustment） さ れ た と し

よ う ．

∂tu
a = f(ua, ∂iu

a, · · ·) + F (Cα, ∂iC
α, · · ·), (3.4)

そ う す る と ， こ の 補正に 応じ て ， 対応す る 拘束伝播方程式も 変化を 受け る ．

∂tC
α = g(Cα, ∂iC

α, · · ·) + G(Cα, ∂iC
α, · · ·). (3.5)

した が っ て ， 補正に よ っ て ， 数式上は 「 ゼロ を 加え る 」 と い う 操作で あ っ て も ， 拘束条件の 破れ ， と い

う 観 点か ら 見れ ば ， そ の 増大や 減少の 違い が 明確 に 現れ る は ず で あ る ．

拘束伝播方程式を 導い た と して ， そ の 双曲性を 議 論す る こ と も 有用か も しれ ない ． しか し， 扱 う 方程

式に よ っ て は ， 必ず しも (3.3) が 1階双曲型に なら ない こ と も 多い の で ， 他の 手段を 模索す る こ と が 必

要で あ る ． 双曲型の 議 論で は ， 無視さ れ て しま う 特性部分以 外の 項の 影 響が ， 数値的安 定性の 議 論へ の

不一 致を 導い て い る か も しれ ない こ と を 前章で 述べ た が ， そ の 解析方法の 改良と して ， こ こ で は ， (3.3)

の モ ー ド解析を 提案 した い ．

拘束伝播方程式の 振幅拡大フ ァ クター (CAF)： Box 3.1

(3.3) を ， 例え ば Fourier変換 に よ っ て モ ー ド分解し， 常微分化 (homogenization) さ れ た 拘束伝播

方程式

∂tĈ
α = ĝ(Ĉα) = Mα

βĈβ,

where C(x, t)ρ =

∫

Ĉ(k, t)ρ exp(ik · x)d3k, (3.6)

に 対して 固有値解析を 行う ． 行列 Mα
β を 拘束伝播行列 (constraint propagation matrix) と 呼び ，

行列 Mα
β の 固有値 Λ を 振幅拡大フ ァ クター (Constraint Amplification Factor, 以 後 CAF) と

呼ぶ ．

CAF は ， 拘束条件の 破れ が 存在した と き ， そ の 時間 変化を 示唆す る も の と 考え ら れ る ．

CAF が 求 め ら れ た と して ， ど う い う 基 準で 判定が 可能で あ ろ う か ． 我々 は 次の 仮説を 用意 した ．
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CAF（ 拘束伝播方程式の 振幅拡大フ ァ クター ） 判定に 対す る 仮説: Box 3.2

(A) も しCAF の 「 実部が 負」 で あ れ ば ， 拘束条件の 破れ は ゼロ に 収束す る よ う に 発展して ゆ く

と 考え ら れ る の で ，「 CAF実部が 正」 の システム よ り 数値的に 安 定で あ る ．

(B) も しCAF が 「 虚部を 持つ 」 の で あ れ ば ， 拘束条件の 破れ は 波動と して 伝播して ゆ く と 考え

ら れ る の で ，「 CAF が 実数」 の システム よ り 数値的に 安 定で あ る ．

我々 は ， こ れ ら の 条件を 満た す CAF が 多け れ ば 多い ほ ど ， システム が 数値的に 安 定なの で は ない か と

予想す る ．

3.2 一 般的な議 論

一 般に ， 拘束伝播方程式の 発展形態は 次の 3 つ に 分類で き る [57]．

拘束伝播方程式の 分類: Box 3.3

拘束条件の ノ ル ム の 発散が 数値的安 定性に 直接関 与して い る ， と 考え る の で あ れ ば ， 次の 分類が

成り 立つ ． 証明は [57]．

(C1) 漸近的に 拘束条件を 満た す (Asymptotically constrained) : す べ て の 拘束条件の 破れ が ゼロ

に 収束して ゆ く ． こ れ が 実現す る の は ， す べ て の CAF の 実部が 負で あ る 場合の みで あ る ．

(C2) 漸近的に 拘束条件の 破れ が 有界に 収ま る (Asymptotically bounded) : す べ て の 拘束条件の

破れ が 有界に 収ま る （ 上記 の ゼロ に 収束す る 場合も 含 む ） ． こ れ が 実現す る の は ， (a) す べ

て の CAF の 実部が 非正で あ り ， か つ 拘束伝播行列 (CP matrix) Mα
β が 対角化可能で あ る ，

か ， (b) す べ て の CAF の 実部が 非正で あ り ， か つ 縮退して い る CAF の 実部が ゼロ で ない と

き で あ る ．

(C3) 拘束条件の 破れ が 発散す る (Diverge) : 少なく と も 一 つ の 拘束条件式が 発散す る ． 分類 (C2)

の 補集合で あ る ．

こ れ ら は Box 3.2 で 与え た 経験的な仮説 (A) を 大筋で 支持して い る と 言え る ． こ の 分類は 一 般論で あ

る が ， 拘束伝播行列を 評価す る 際の 変数の 値を 固定した ， あ る 一 時刻で の 判定で あ る こ と に 注意 さ れ た

い ． CAF を 得た と き の 便宜 的な分類方法を フ ロ ー チャ ー トで 示す と ， 図 6 の よ う に なる ．

3.3 応用

陽に 双曲形式を 目指す 定式化と の 比較 §2.2 で 紹介した ， 陽に 双曲形式を 目指す 定式化と の 比較 は ，
Maxwell方程式と Einstein方程式の Ashtekar に よ る 定式化（ 対称双曲型） の 2 つ の システム に つ い て

数値計算を 行っ た [45, 54]． 我々 は 「 λ システム 」 の 有効性を 示した 場合と 同じ モ デル で ，「 補正システ

ム (adjusted system)」 を 試した と こ ろ ， 期 待して い た 「 拘束面へ の 漸近的収束」 を 示す こ と に 成功した
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Q1:  Is there a CAF which real part is positive?

NO / YES

Q2:  Are all the real parts of CAFs negative?

Q3:  Is the constraint propagation matrix diagonalizable?

Q4:  Is a real part of the degenerated CAFs is zero?

NO / YES

NO / YES

YES / NO

Diverge

Asymptotically 
Constrained

Asymptotically 
Bounded

Diverge

Asymptotically 
Bounded

Q5:  Is the associated Jordan matrix  diagonal?

NO / YES Asymptotically 
Bounded

図 6: 拘束伝播方程式の 分類 (Box 3.3) の 便宜 的な方法

（ 図 7） ． こ れ ら は ， 数値的安 定性と い う 観 点か ら 言え ば ， 弱双曲型・ 強双曲型と い っ た 双曲型分類の 違

い を 超え る 実用的なも の で あ っ た ．

ADM形式へ の 応用 §2.0 で 紹介した ， ADM形式そ の も の に 補正システム は 有効だ ろ う か ． ADM形

式は 1階双曲型に は 分類さ れ ない の で ，「 λ システム 」 を 作る こ と は で き ない ． しか し， Box 2.8 の 手順

を 行い ， Box 3.1, 3.2 の CAF評価を 行う と 拘束条件の 破れ が 存在した 場合の 数値計算の 運 命が 予測で

き る ．

驚く べ き こ と に ， ブ ラ ックホ ー ル 時空 (Schwarzschild時空) を 背景時空と して ， Standard ADM形式

の 拘束伝播方程式の 解析を 行う と ， ブ ラ ックホ ー ル の 近傍に なる ほ ど CAF の 実部が 正負に 分離して し

ま う こ と が 示さ れ た [46]． こ れ は 即ち ，「 Standard ADM形式は ， 拘束条件の 破れ を 加速す る モ ー ドを 持

ち （ 減速す る モ ー ドも あ る が ） ， 強い 重力場ほ ど そ の 効果が 顕著に 現れ る 」 こ と を 意 味す る ． も ち ろ ん ，

我々 の 固有値解析は 背景時空の 選択や ， 座標の 取り 方に も 依 存す る の で す べ て の 場合で Standard ADM

形式を 悪 者扱 い に す る こ と は で き ない が ， こ れ ま で 「 1階の 双曲形式で ない か ら Standard ADM形式は

不安 定なの だ 」 と い う 曖昧な解釈か ら は 一 歩前進した 理解に なっ た と 言え る だ ろ う ．

さ ら に ， Standard ADM形式に 対して あ る 特定の 補正を 施せ ば ， CAF の 実部が 非正に なり 得る こ と

も わ か っ た [55, 46]． ADM形式で も 漸近的に 拘束条件を 満た す よ う なシステム に 変わ り 得る の で あ る ．

我々 は ， 数値的安 定性が 良い と 期 待さ れ る 補正方法を い く つ か 提案 [46]し， 現在実際に 数値シミ ュ レ ー

ショ ン を 行っ て そ の 確 認を 進め て い る ． 進行中の プ ロ ジェクトで あ る が ， 結果の 一 部を 示した い ．

図 8 (a) は ， 平坦な時空に 摂動を 加え た 時の 時空発展を ， あ る 補正方法（ Detweiler型 [25]） の パ ラ メ ー

タ L を 変え て 比較 した 図で あ る ． パ ラ メ ー タ L > 0(< 0) は 実部が 負（ 正） の CAF を 与え る ． L の 正

負に よ る 拘束条件の 破れ の 具 合が CAF解析で 判定で き る こ と を 示して い る ．（ も っ と も L が 大き な正の

値を と り す ぎ る と 拘束条件の 破れ は 直ち に 加速す る が ， こ れ は 方程式に エラ ー を 加え す ぎ た た め と 考え

ら れ る ． 簡 単な差分方程式で は こ の よ う なパ ラ メ ー タの 上限を von Neumann解析で 示す こ と が で き る

[54]） .
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図 7: 補正システム (adjusted system) の 計算実例． 弱双曲型Ashtekar形式に 対す る 効果を 図 5(b) で 示

した も の と 同じ 数値実験で 比較 した ． 図 (a) は Hamiltonian拘束条件 CH ， 図 (b) は 運 動量拘束条件式

CMx の L2 ノ ル ム の 時間 変化を 示す ． ど ち ら も 実線は ， 補正さ れ て い ない オリ ジナル な弱双曲型Ashtekar

形式（ パ ラ メ ー タ κ = 0） の 場合． パ ラ メ ー タ κ = 1 は 対称双曲型に 分類さ れ る が ， κ = 2 の 強双曲型

に 方が 拘束条件の 破れ が 減少して い く こ と が わ か る [54]．

図 8 (b) は ， 線形重力波 (Teukolsky波 [51]) の 伝播を 周期 境界条件を 用い て 長時間 発展を 行っ た 計算

結果で あ る ． 初期 値や グリ ッドの 大き さ は す べ て 同じ に して い る の に も 関 わ ら ず ， 使用す る 方程式の 違

い に よ っ て 拘束条件の 破れ 具 合が 異 なっ て い る ． 図は Original ADM形式/Standard ADM形式/簡 略

Detweiler型補正ADM 形式/Detweiler型補正ADM形式の 4 つ の 例だ が ， 後 2者は 実部が 負の CAF を

持ち ， 期 待さ れ た よ う に 指数関 数的に 拘束条件の ノ ル ム が 減少して い く の が わ か る ．

発展方程式の 時間 反転非対称化 上記 の 数値計算は ， Box 3.2 の 仮説 (A) を 実現で き れ ば ， 拘束面が ア

トラ クター に なる よ う な発展システム が 実現して い る こ と を 示唆して い る ． こ れ は 即ち ， 拘束条件の 破

れ が 必ず 減少す る と い う 「 時間 反転非対称」 なシステム を 構築す る こ と を 意 味す る ． 発展方程式を 拘束

条件式で 補正す る ， と 述べ た だ け で は 無限の 組み合わ せ が 考え ら れ る が ，「 時間 反転非対称と なる よ う に

補正項を 加え る 」 こ と に 注目す る と ， 補正項の 候補を 絞る こ と が で き る ．

「 漸近的拘束システム 」 を 得る た め の トリ ック: Box 3.4

= 発展方程式の 時間 反転対称性 (time reversal symmetry) を 破る ．

1. 元の 方程式の 持つ ， 時間 反転に 対す る パ リ ティ を 判定

時間 の 向き を 逆 に した 時 (∂t → −∂t)， 符号を 変え ない （ 変え る ） 項を パ リ ティ +（ −） と 呼
ぶ こ と に す る ． 例え ば gij , ∂tKij ,H, · · · は パ リ ティ (+) で あ り ， Kij , ∂tγij,Mi, · · · は パ リ
ティ (−) で あ る ．

2. 元の 方程式の 持つ パ リ ティ に 対して ， 異 なる パ リ ティ の 項を 右 辺に 補正

例え ば ， パ リ ティ (−) の 発展方程式 ∂tγij の 右 辺に は ， パ リ ティ (+) の 補正項 κH を 加え る .
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図 8: 補正 ADM形式と 元の ADM形式の 数値的安 定性比較 ． (a) は ， 平坦な時空に ， 時刻 t = 0.25 で

摂動を 加え た 時の 時空発展を ， あ る 補正方法（ Detweiler型 [25]） の パ ラ メ ー タ L を 変え て 比較 した 図．

空間 1次元の 数値計算で ， Hamiltonian拘束条件HADM の L2 ノ ル ム の 時間 変化を 示して い る ． (b) は ，

線形重力波 (Teukolsky波) の 伝播を 用い て 長時間 発展を 見た も の ． 空間 3次元の 数値計算で ， 数種の

adjusted ADM systems に 対して 比較 して い る ． 時間 発展は harmonic スラ イ ス条件， 周期 境界条件，

iterative Crank-Nicholson法を 用い た ．

BSSN形式へ の 応用 §2.1 で 紹介した ， 修正ADM形式（ BSSN形式） の 利点も ， 我々 の CAF で 説明

す る こ と が で き る [56]． そ れ に よ る と ， 数値シミ ュ レ ー ショ ン で 経験的に 知ら れ て い た [8] よ う に ， 運 動

方程式の 一 部を 運 動量拘束条件式で 置換 して い た こ と が ， 決定的だ っ た よ う だ ． こ の 置き 換 え が ない と ，

BSSN形式の CAF の 実部は ， 正と 負の 両方の モ ー ドを 含 み， 置き 換 え を す る と ， 実部が ゼロ か つ 虚部

が 存在す る よ う に なる ． す なわ ち 拘束条件の 破れ を 拡大す る よ う な不本意 なモ ー ドが 存在しなく なる ．

我々 の 結論で は ， BSSN形式の 利点は ， 新変数 Γi の 導入で は なく ， 単に 運 動方程式の 補正の バ ラ ン スが

偶 然に 良か っ た か ら だ ， と い う こ と に なっ た ．

そ れ で は 上記 の 「 時間 反転非対称化」 を BSSN形式に 応用した ら ， よ り 堅牢な方程式に なる の で は な

い だ ろ う か ． 我々 は ， BSSN形式の CAF実部を 負に す る よ う なシステム を つ く る こ と が 実際に 可能で

あ る こ と を 指摘し， 運 動方程式の 補正方法を い く つ か の 提案 した [56]． こ の 提案 は ， 直ち に イ リ ノ イ 大

学の グル ー プ に よ っ て 数値実験さ れ ， 回転す る ブ ラ ックホ ー ル 解の テスト計算で ， 回転の 大き さ が J/M

が 0.9M と い う 非常に 大き い 場合で も ， 長時間 に わ た っ て (こ れ ま で の BSSN形式よ り も 数倍長い 時間

t ∼ 6000M) 安 定に 計算が 続け ら れ る よ う に なっ た こ と が 報告さ れ た [52]． 彼ら の 計算で は ， 数値解が 確

か に 厳密解に 近づ い て い る こ と も 示さ れ て い る ．

4 ま と め と 展望

本稿で は ， 一 般相対論に お け る 安 定な数値シミ ュ レ ー ショ ン を 行う た め の ， Einstein方程式の 定式化

問題を 解説した ． 近年の ア プ ロ ー チを (0) Standard ADM 形式 (§2.0, Box 2.1), (1) 修正 ADM 形式

(BSSN形式)(§2.1, Box 2.3), (2) 陽に 双曲形式を 目指す 定式化 (§2.2, Box 2.4), (3) 漸近的拘束システム

(§2.3)， に 分類して 理解す る こ と を 試みた ．
こ の う ち ， (2) の 双曲形式の ア プ ロ ー チが も っ と も 伝統的な数学理論に 基 づ く の だ が ， 複雑なEinstein

方程式で は こ れ ま で 証明さ れ た 事実が そ の ま ま 適用で き ない 場合が 多く ， 未だ 主流で あ る と は 言い 難い ．

我々 は ， §2.2.3 で も 述べ た よ う に ， 非特性項の 影 響を 論じ る 手段を 持つ か ， 非特性項が 完 全に 除去さ れ
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た 発展方程式を 得ない 限り ， こ の ア プ ロ ー チで 実用上の 利点を 得る こ と は 難しい の で は ない か と 考え て

い る ．

我々 自身は ， 上記 (3) の ア プ ロ ー チを 推進して い る ． こ れ は ， 時空の ア トラ クター が 拘束面に 向か う

よ う に 運 動方程式を Lagrange 乗数補正す る も の で あ る (Box 2.9)． 我々 の 理論武装は ， 拘束伝播方程

式を 併用して ， 拘束条件の 破れ を 事前に 回避す る こ と で あ り ， そ の た め に ， 拘束伝播方程式の モ ー ド解

析 (Box 3.1) ・ 固有値解析 (Box 3.2) を 行う こ と を 提案 した ． 現在ま で に 得ら れ て い る 事実は 次の よ う で

あ る ．

• 拘束伝播方程式 (constraint propagation) を みる と ， 元の 発展方程式に 本来ゼロ で あ る 拘束条件式

を 加え る 操作（ 補正操作， adjustment） に よ っ て ， 拘束条件の 破れ の 拡大・ 縮小具 合が 変化す る こ

と が 予測で き る ．

• 拘束伝播方程式右 辺の 固有値解析に よ っ て ， こ れ ま で 標準と さ れ て き た Standard ADM形式が 強

い 重力場で は 拘束条件の 破れ を 増大す る モ ー ドを （ 減少さ せ る モ ー ドと 共に ） 含 ん で い る こ と が

明ら か に なっ た ．

• 平坦な時空で の 摂動， と い う 限ら れ た 場合に つ い て だ が ， 我々 は ， 何故 BSSN形式が ADM形式

よ り も 数値的に 安 定なの か ， と い う 説明を ， 拘束伝播方程式右 辺の 固有値解析に よ っ て 明ら か に

した ．

• 元の 発展方程式を 補正す る こ と に よ っ て ， 拘束条件の 破れ を 増大す る モ ー ドを 除去す る こ と が 可
能で あ る ． 発展方程式の 時間 対称性を 破る 補正 (Box 3.4) を 行え ば ， 拘束条件の 破れ が 自己収束す

る 「 漸近的拘束システム 」 を つ く る こ と も 可能で あ る ．

• 「 漸近的拘束システム 」 は ， ADM形式で も BSSN形式で も 提案 で き ， い く つ か の 数値計算で は ，

実際に 数値的安 定性が 得ら れ ， 以 前よ り 長時間 の シミ ュ レ ー ショ ン が 実現で き た ．

こ れ ま で の と こ ろ ， (3) の ア プ ロ ー チは 成功を 収め て い る が ， よ り 複雑な時空の ダイ ナミ クスを 追う と

き に は ， 一 層の 工夫が 必要と なる だ ろ う ． 事実， 現在比較 を 進め て い る 弱い 重力波伝播の 数値計算で は ，

拘束面に 近づ い て い く 様子が 見ら れ て も 最終的に 再び 計算が 破綻して しま う 例が あ る ． 将来的に は ，「 拘

束面よ り ど れ だ け 離れ て しま っ て い る か 」 と い う 「 距離」 の 指標を 確 立し，「 補正係数の 自動応答制御」

を 可能に す る など の 前進が 必要だ と 考え て い る ．

4.1 お わ り に

数値相対論の 「 定式化問題」 は ， 問題の 認識が 遅れ て い た こ と も あ っ て ， 近年精力的に 研究 が 続け ら

れ て い る ． 現在は ， 大型数値シミ ュ レ ー ショ ン を 通じ て き ち ん と 系統的に 比較 計算を 実行しよ う と い う

機 運 も 高ま っ て い る ． 2002年に は メ キシコで ，「 定式化問題」 の 比較 計算を す る た め に ， 世界の グル ー プ

が 試みる べ き 共通問題の 設定と プ ロ グラ ム イ ン ター フ ェー スを 作る と い う 研究 会が 開か れ た （ 著者も 企

画者の 一 人で あ っ た ） ． 2週間 缶 詰め に なっ た 研究 会の 成果の 一 部は ， 論文 [35] で 察して い た だ く こ と が

で き る と 思う ．

本稿で は ， Einstein方程式を 「 拘束条件付き の 発展方程式問題」 と い う 視点か ら 一 貫 して 記 述した ． し

か しこ の 問題は ， 一 般相対論固有の も の で は なく ， 他の 分野（ 電磁気 学， 流体力学， 分子動力学， 機 械

工学， · · ·） で も 登場す る 問題の よ う だ ． 最近， 共通の 問題意 識を も つ こ と を 知っ た 著者は ， 他の 分野で
培わ れ て き た 問題解決法を 吸 収しよ う と 努力して い る と こ ろ で あ る ． 本稿を き っ か け に して ， 異 分野の

方々 か ら の ご 意 見を 伺っ た り ， さ ら なる 共同研究 に 発展で き れ ば 幸い に 思う ．
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[8] M. Alcubierre, G. Allen, B. Brügmann, E. Seidel and W-M. Suen, Phys. Rev. D 62, 124011 (2000).
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