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1
　
動
機
・
結
論
　
　
こ
れ
一
枚
！

•
安
定
な
数
値
計
算
を
可
能
に
す
る

E
instein 方

程
式
の
定
式
化
は
何
か
？

重
力
波
発
生
の
一
般
相
対
論
的
数
値
シ
ミ
ュ
レ
ー
シ
ョ
ン
が
，
世
界
各
地
で
精
力
的
に
進
ん
で
い
る
が
，

E
instein 方

程
式
の
定
式
化
の
違
い
で
，
数
値
計
算
の
安
定
性
が
変
わ
る
こ
と
が
報
告
さ
れ
て
い
る
．

•
現
状

=
混
沌
　
試
行
錯
誤
我
々
は
こ
れ
ら
の
統
一
的
な
理
解
を
試
み
る

現
在
の
ア
プ
ロ
ー
チ
，
主
と
し
て
３
つ
．

(1)
柴
田
中
村
に
よ
る

A
D

M
改
良
形
式
，

(2)
双
曲
性
を
陽
に
も

つ
3+

1 形
式
の
利
用
，

(3)
漸
近
的
に
拘
束
面
に
発
展
す
る
シ
ス
テ
ム
の
構
築

•
我
々
の
提
案

=
「
拘
束
条
件
式
の
発
展
方
程
式
を
固
有
値
解
析
せ
よ
」

数
値
発
展
安
定
性
に
対
す
る
十
分
条
件
を
固
有
値
問
題
と
し
て
解
析
的
に
説
明
．

F
ourier 変

換
を
用
い
て
，
双
曲
型
偏
微
分
方
程
式
の
議
論
で
無
視
さ
れ
て
い
た
低
次
項
の
効
果
も
解
析

•
我
々
の
発
見
１

=
「
右
辺
に
拘
束
条
件
式
を
加
え
る
こ
と
で
安
定
性
が
変
化
」

“A
djusted

S
ystem

” と
命
名
．

M
axw

ell 方
程
式
と

A
shtekar 変

数
方
程
式
で
有
効
性
確
認
．

•
我
々
の
発
見
２

=
「

A
D

M
発
展
方
程
式
で
も
，

A
djusted

S
ystem

で
拘
束
面
が
ア
ト
ラ
ク
タ
ー
」

D
etw

eiler
(1987)

に
よ
る
修
正

A
D

M
方
程
式
の
乗
数
パ
ラ
メ
ー
タ
の
有
効
範
囲
を
解
析
的
に
説
明

さ
ま
ざ
ま
な
修
正
方
法
を
提
案
．
予
想
さ
れ
る
安
定
性
を
提
示

•
今
後

=
実
際
の
数
値
計
算
で
実
証
，
よ
り
汎
用
性
の
あ
る
方
法
を
検
討

来
年

5 月
，
メ
キ
シ
コ
で
こ
の
ト
ピ
ッ
ク
の
研
究
会
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2
こ
れ
ま
で
の
試
み
　
数
値
的
安
定
性
に
適
し
た
，

E
in

ste
in
方
程
式
の
定
式
化
？

従
来
の

A
D

M
形
式
を
そ
の
ま
ま
数
値
計
算
に
適
用
す
る
の
は
，
好
ま
し
く
な
い
．

constraint
項
の
付
加
に
よ
り
，

error の
grow

ing
m

ode が
抑
え
ら
れ
る
こ
と
が
あ
る
．
⇒

W
hy?

作
戦
１

A
D

M
変
数
を
若
干
変
更
し
た

S
hibata-N

akam
ura

(B
aum

garte-S
hapiro)

形
式
の
成
功

新
変
数
：

(φ
,γ̃

ij ,K
,Ã

ij ,Γ̃
i),

w
here

γ̃
ij ≡

e −
4φγ

ij ,
Ã

ij ≡
e −

4φ(K
ij −

(1/3)γ
ij K

),
Γ̃

i≡
Γ̃

ijk γ̃
jk,

and
use

m
om

entum
constraint

in
Γ

i-eq.,
and

im
p
ose

d
etγ̃

ij
=

1
during

the
evolutions.

な
ぜ
，
こ
の
方
法
が
本
来
の

A
D

M
よ
り
優
れ
て
い
る
の
か
，
明
確
な
説
明
は
未
だ
な
さ
れ
て
い
な
い
．

作
戦
２
双
曲
型

E
instein

運
動
方
程
式
の
定
式
化
，
お
よ
び
そ
の
数
値
計
算
へ
の
応
用

w
eakly

hyp
erb

olic�
strongly

hyp
erb

olic�
sym

m
etric

hyp
erb

olic
system

s,

本
当
に
役
に
立
つ
の
か
？
　
ど
の
レ
ベ
ル
の
双
曲
性
が
必
要
な
の
か
？
　

U
sing

A
shtekar’s

variables
b
etw

een
w
e

found
that

[H
S
-Y

oneda,
2000]

(1)
3 レ
ベ
ル
の
違
い
は
，
運
動
方
程
式
の
右
辺
に

constraint を
加
え
た
り
，
ゲ
ー
ジ
条
件
を
制
限
す
る
こ
と
．

(2)
数
値
計
算
比
較
の
結
果
（
面
対
称
時
空
で
の
重
力
波
伝
播
），

3 レ
ベ
ル
間
に
顕
著
な
差
は
見
ら
れ
な
い
．

(3)
sym

m
etric

hyp. 形
式
が
，
必
ず
し
も
数
値
的
誤
差
を
最
小
に
抑
え
る
，
と
い
う
わ
け
で
は
な
い
．

（
初
期
値
境
界
値

IB
V
P
問
題
と
し
て
考
え
る
と
き
に
は
，
対
称
双
曲
型
ま
た
は
強
双
曲
型
方
程
式
レ
ベ
ル
が
必

要
だ
，
と
い
う
報
告
も
あ
る
．）
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作
戦
３
破
れ
た

constraint が
，
自
己
回
復
し
て
ゆ
く
発
展
形
式
の
定
式
化
，
お
よ
び
そ
の
数
値
計
算
へ
の
応
用

“
A

sy
m

p
to

tica
lly

C
o
n
stra

in
e
d

S
y
ste

m
”
　
拘
束
面
が
ア
ト
ラ
ク
タ
ー
に
な
る
シ
ス
テ
ム

t=
0

 

C
o

n
stra

in
e

d
  S

u
rfa

ce
(sa

tisfie
s 

 
E

in
ste

in
's 

co
n

stra
in

ts)

方
針
１
：

λ
-system

(B
rodb

eck
et

al,
2000)

–
拘
束
条
件
の
破
れ
に
対
し
て
，
そ
れ
を
修
正
す
る
よ
う
に
，

外
力
を
加
え
る
．

–
対
称
双
曲
型
運
動
方
程
式
に
応
用
す
れ
ば
，
解
の
一
意
な

発
展
が
保
証
さ
れ
る

方
針
２
：

A
djusted

system
(Y

oneda
H

S
,
2000,

2001)

–
運
動
方
程
式
に
拘
束
条
件
式
を
加
え
る
こ
と
で
，
拘
束
条

件
式
の
破
れ
方
を
制
御
可
能

–
拘
束
条
件
の
発
展
方
程
式
の
固
有
値
解
析
で
，
拘
束
条
件

破
れ
の
予
測
．

–
対
称
双
曲
型
運
動
方
程
式
で
な
く
て
も
，
こ
の
シ
ス
テ
ム

は
構
築
可
能
　
⇒
　

A
D

M
形
式
に
対
し
て
も

!!
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3
A

d
ju

ste
d

sy
ste

m
一
般
論
　
と
　
我
々
の
仮
説

一
般
的
な

procedure

1.
prepare

a
set

of
evolution

eqs.
∂

t u
a

=
f
(u

a,∂
b u

a,···)

2.
add

constraints
in

R
H

S
∂

t u
a

=
f
(u

a,∂
b u

a,···)
+

F
(C

a,∂
b C

a,···)

3.
choose

appropriate
F

(C
a,∂

b C
a,···)

to
m

ake
the

system
stable

evolution

ど
の
よ
う
に

F
(C

a,∂
b C

a,···)
を
決
定
す
る
か
？

4.
prepare

constraint
propagation

eqs.
∂

t C
a

=
g
(C

a,∂
b C

a,···)

5.
and

its
adjusted

version
∂

t C
a

=
g
(C

a,∂
b C

a,···)
+

G
(C

a,∂
b C

a,···)

6.
F
ourier

transform
and

evaluate
eigenvalues

∂
t Ĉ

k
=

A
(Ĉ

a)
Ĉ

k

仮
説
：
拘
束
条
件
の
発
展
方
程
式
を

F
ourier 分

解
し
，
そ
の
固
有
値
を
計
算
す
る
．
固
有
値
の
（
１
）「
実
部

が
負
」
あ
る
い
は
（
２
）「
虚
数
部
分
を
持
つ
」
な
ら
ば
，
元
の
発
展
方
程
式
は
，
よ
り
安
定
で
あ
る
．

5



4
A

d
ju

ste
d

A
D

M
sy

ste
m

s

W
e

adjust
the

standard
A
D

M
system

using
constraints

as:

∂
t γ

ij
=

−
2α

K
ij

+
∇

i β
j
+
∇

j β
i ,

(1)

+
P

ij H
+

Q
k
ij M

k
+

p
k
ij (∇

k H
)
+

q
k
lij (∇

k M
l ),

(2)

∂
t K

ij
=

α
R

(3)
ij

+
α
K

K
ij −

2α
K

ik K
k
j −

∇
i ∇

j α
+

(∇
i β

k)K
k
j
+

(∇
j β

k)K
k
i +

β
k∇

k K
ij ,(3)

+
R

ij H
+

S
k
ij M

k
+

r
k
ij (∇

k H
)
+

s
k
lij (∇

k M
l ),

(4)

w
ith

constraint
equations

H
:=

R
(3)

+
K

2−
K

ij K
ij,

(5)

M
i

:=
∇

j K
j
i −

∇
i K

.
(6)

W
e

can
w

rite
the

adjusted
constraint

propagation
equations

as

∂
t H

=
(original

term
s)

+
H

m
n

1
[(2)]+

H
im

n
2

∂
i [(2)]+

H
ijm

n
3

∂
i ∂

j [(2)]+
H

m
n

4
[(4)],

(7)

∂
t M

i
=

(original
term

s)
+

M
1
i m

n[(2)]+
M

2
i jm

n∂
j [(2)]+

M
3
i m

n[(4)]+
M

4
i jm

n∂
j [(4)].

(8)

6



T
he

constraint
propagation

equations
of

the
original

A
D

M
equation:

•
E
xpression

using
H

and
M

i
(1)

∂
t H

=
β

j(∂
j H

)
+

2α
K
H

−
2α

γ
ij(∂

i M
j )

+
α

(∂
l γ

m
k )(2γ

m
lγ

k
j−

γ
m

kγ
lj)M

j −
4γ

ij(∂
j α

)M
i ,

∂
t M

i
=

−
(1/2)α

(∂
i H

)−
(∂

i α
)H

+
β

j(∂
j M

i )
+

α
K
M

i −
β

kγ
jl(∂

i γ
lk )M

j
+

(∂
i β

k )γ
k
jM

j .

•
E
xpression

using
H

and
M

i
(2)

∂
t H

=
β

l∂
l H

+
2α

K
H

−
2α

γ
−

1/2∂
l ( √

γM
l)−

4(∂
l α

)M
l

=
β

l∇
l H

+
2α

K
H

−
2α

(∇
l M

l)−
4(∇

l α
)M

l,

∂
t M

i
=

−
(1/2)α

(∂
i H

)−
(∂

i α
)H

+
β

l∇
l M

i +
α
K
M

i +
(∇

i β
l )M

l

=
−

(1/2)α
(∇

i H
)−

(∇
i α

)H
+

β
l∇

l M
i +

α
K
M

i +
(∇

i β
l )M

l,

•
E
xpression

using
H

and
M

i
(3):

by
using

L
ie

derivatives
along

α
n

µ,

£
α
n

µH
=

+
2α

K
H

−
2α

γ
−

1/2∂
l ( √

γM
l)−

4(∂
l α

)M
l,

£
α
n

µM
i

=
−

(1/2)α
(∂

i H
)−

(∂
i α

)H
+

α
K
M

i .

•
E
xpression

using
γ

ij
and

K
ij

∂
t H

=
H

m
n

1
(∂

t γ
m

n )
+

H
im

n
2

∂
i (∂

t γ
m

n )
+

H
ijm

n
3

∂
i ∂

j (∂
t γ

m
n )

+
H

m
n

4
(∂

t K
m

n ),

∂
t M

i
=

M
1
i m

n(∂
t γ

m
n )

+
M

2
i jm

n∂
j (∂

t γ
m

n )
+

M
3
i m

n(∂
t K

m
n )

+
M

4
i jm

n∂
j (∂

t K
m

n ),

7



w
hereH

m
n

1
:=

−
2R

(3)m
n−

Γ
pk
j Γ

kpi γ
m

iγ
n
j
+

Γ
m

Γ
n

+
γ

ijγ
n
p(∂

i γ
m

k)(∂
j γ

k
p )−

γ
m

pγ
n
i(∂

i γ
k
j)(∂

j γ
k
p )−

2K
K

m
n

+
2K

n
j K

m
j,

H
im

n
2

:=
−

2γ
m

iΓ
n−

(3/2)γ
ij(∂

j γ
m

n)
+

γ
m

j(∂
j γ

in)
+

γ
m

nΓ
i,

H
ijm

n
3

:=
−

γ
ijγ

m
n

+
γ

inγ
m

j,

H
m

n
4

:=
2(K

γ
m

n−
K

m
n),

M
1
i m

n
:=

γ
n
j(∂

i K
m

j )−
γ

m
j(∂

j K
n
i )

+
(1/2)(∂

j γ
m

n)K
j
i +

Γ
nK

m
i ,

M
2
i jm

n
:=

−
γ

m
jK

n
i +

(1/2)γ
m

nK
j
i +

(1/2)K
m

nδ
ji ,

M
3
i m

n
:=

−
δ

ni Γ
m
−

(1/2)(∂
i γ

m
n),

M
4
i jm

n
:=

γ
m

jδ
ni −

γ
m

nδ
ji ,

w
here

w
e

expressed
Γ

m
=

Γ
mij γ

ij.

8



5
C

o
n
stra

in
t

p
ro

p
a
g
a
tio

n
s

in
sp

h
e
rica

lly
sy

m
m

e
tric

sp
a
ce

tim
e

5
.1

T
h
e

p
ro

ce
d
u
re

T
he

discussion
b
ecom

es
clear

if
w
e

expand
the

constraint
C

µ
:=

(H
,M

i )
T

using
vector

harm
onics.

C
µ

=
∑l,m

(A
lm

(t,r)a
lm

(θ,ϕ
)
+

B
lm

b
lm

+
C

lm
c
lm

+
D

lm
d

lm

)
,

(1)

w
here

w
e

choose
the

basis
of

the
vector

harm
onics

as

a
lm

=



Y
lm000



,b
lm

=



0Y
lm00



,c
lm

=
r

√
l(l

+
1)



00

∂
θ Y

lm

∂
ϕ Y

lm



,d
lm

=
r

√
l(l

+
1)



00

−
1

sin
θ ∂

ϕ Y
lm

sin
θ
∂

θ Y
lm



.

T
he

basis
are

norm
alized

so
that

they
satisfy

〈C
µ ,C

ν 〉
=

∫
2π

0
d
ϕ

∫
π0

C
∗µ C

ρ
η

ν
ρ
sin

θd
θ,

w
here

η
ν
ρ

is
M

inkow
skii

m
etric

and
the

asterisk
denotes

the
com

plex
conjugate.

T
herefore

A
lm

=
〈a

lm(ν
) ,C

ν 〉,
∂

t A
lm

=
〈a

lm(ν
) ,∂

t C
ν 〉,

etc.

W
e

also
express

these
evolution

equations
using

the
F
ourier

expansion
on

the
radial

coordinate,

A
lm

=
∑k

Â
lm(k

) (t)
e
ik

r
etc.

(2)

S
o

that
w
e

w
ill

b
e

able
to

obtain
the

R
H

S
of

the
evolution

equations
for

(Â
lm(k

) (t),···,D̂
lm(k

) (t))
T

in
a

hom
ogeneous

form
.
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5
.2

C
o
n
stra

in
t

p
ro

p
a
g
a
tio

n
s

in
S
ch

w
a
rzsch

ild
sp

a
ce

tim
e

1.
the

standard
S
chw

arzschild
coordinate

d
s

2
=
−

(1−
2Mr

)d
t
2
+

d
r

2

1−
2M

/r
+

r
2d

Ω
2,

(the
standard

expression)

2.
the

isotropic
coordinate,

w
hich

is
given

by,
r

=
(1

+
M

/2r
iso )

2r
iso :

d
s

2
=
−

( 1−
M

/2r
iso

1
+

M
/2r

iso )
2d

t
2
+

(1
+

M2r
iso )

4[d
r

2iso
+

r
2iso d

Ω
2],

(the
isotropic

expression)

3.
the

ingoing
E
ddington-F

inkelstein
(iE

F
)

coordinate,
by

t
iE

F
=

t
+

2M
log(r−

2M
)

:

d
s

2
=
−

(1−
2Mr

)d
t
2iE

F
+

4Mr
d
t
iE

F
d
r

+
(1

+
2Mr

)d
r

2
+

r
2d

Ω
2

(the
iE

F
expression)

4.
the

P
ainlevé-G

ullstrand
(P

G
)

coordinates,

d
s

2
=
−


1−

2
Mr


d
t
2P

G
+

2

√√√√√
2
Mr

d
t
P
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