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Abstract

　This study deals with uncertainties about the product mix in cost accounting when we must consider each 
uncertain standard operation time.  It is important to think of deterministic linear programming for product mix 
as nonlinear programming based on uncertainties like hyperbolic curves instead of lines defined by constraints 
in several standard operation times.  First, we point out that this product mix is defined as a nonlinear 
programming model for solving the upper and lower bounds of maximum operating profit. Second, we clarify 
that a simple method like sequential linear programming is useful for avoiding computation directly by several 
complex nonlinear programming methods.  Under these conditions, we consider the characteristics of actual 
optimal solutions for practical operation time in order to make decisions effectively.  We use charts to show some 
behaviors of optimal solution points.
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１．緒　　言

　プロダクトミックス（セールスミックスとも呼ば

れる．）は貢献利益が最大となるように生産・販売

計画における生産比率とその数量を意思決定する．

このため，プロダクトミックスにおける意思決定は，

企業の貢献利益の最大化に影響を及ぼすので非常に

重要である１）．

　一般にプロダクトミックスは線形計画法を用いて

計算することで知られている１）〜４）．しかしながら，

プロダクトミックスに基づく解法は所与の値を得た

確実性を保証したモデルとして定式化されている．

実際には，多くの生産・販売計画は様々な不確実な

要因が所与の変数に影響を及ぼすと考えられる．こ

のように考えると，プロダクトミックスもまた統計

的不確実性を有するものとして取扱う必要がある．

本研究では，制約条件の係数における不確実性があ

る場合として標準作業時間の影響を取扱っている．

このとき，モデル化と解法は非線形計画法として定

式化することにより計算できる．

　ところで，非線形計画法は多くのケースが想定さ

れるが５），本研究では逐次線形計画法を簡易な解法

として活用している６）．この解法を２次元モデルに

限定すれば，Microsoft ExcelのSolver５）を用いる

と複雑な計算をしなくとも現場でも活用できて効果

的である．また，Mathematica９）による最適化計算

結果の検証とExcel上でのシミュレーションを通じ

て得られる解の傾向を用いて再考している．これら

の数値結果から，最適解もまた不確実性を有してい

ることを示している．そして，その傾向を照査して

最適解の上界と下界を確認している．さらに，貢献

利益の傾向と生産量の特徴について考察している．

２．標準作業時間に基づくプロダクトミックス

2.1　プロダクトミックスモデル

　標準作業時間を設定しているプロダクトミックス

問題の例題として次のモデルを用いて解説する． 

あるビデオデッキを生産する企業は，２つのタイプ

のビデオデッキを生産するものとしてプロダクト

ミックスに取組む２,３）．これらの販売価格と変動費

用はTable１に示されるとおりとする．このため販

売価格から変動費用を差引くとそれぞれの単位生産

量当りの貢献利益が計算できる．

　このとき，解法の中では取扱わないが月次共通

固定費用は7,240,000円であるものと見積もられてい

る．２つのタイプであるスタンダードモデル（以下 

STモデルと呼ぶ）とデラックスモデル（以下DX 

モデルと呼ぶ）の生産比率を５：３に決定したとき

には，CVP（cost-volume profit）分析における損

益分岐点により，それぞれの生産量はSTモデルが

200台，DXモデルが120台の生産量であることがわ

かる２,３）．

　さて，Table２に示すように機械加工部と組立部

の標準作業時間を考慮するとき，プロダクトミック

スについて線形計画法を用いて解くためにモデル化

する必要がある．そして，その他の制約条件として，

DXモデルは月間生産台数を最大300台までとする．

さらに，Table３に示すように各部門の月間生産時

間の上限が与えられている２,３）．

　次節２.２では，図解法を用いたチャートの利用

によりこの問題に関する線形計画法の定式化を示

す２,３）．

2

Table 1 Selling price and variable cost of VCR２,３）

Table 2 Each deterministic standard operation time２,３）
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2.2　プロダクトミックスモデルのための線形計画法

　所与の数値が設定されるプロダクトミックスモデ

ルの線形計画法は，Table１，２，３から，以下のよ

うに定式化できる．すなわち

 （1）

である２,３）．ここに，  はSTモデルの標準作業時間

に基づく生産量であり， 同様に  はDXモデルの生

産量である．目的関数  は上記のTable１の貢献利

益を用いて計算する一次関数であり，  と  によ

り作成される．

　この条件下でFig.１に示す最適解の点は視覚化で

きるので数理的に線形計画法を探索して解くことな

く図解法を用いて求めることができる．しかしなが

ら一般的にはこの他のケースの場合の意思決定には

シンプレックス法のような解法を用いる方が効果的

であるといえる８）．Fig.１上の最適解は次のとおり

である．すなわち

 （2）

である２,３）．このように解ける問題について，本研

究で述べるモデルの拡張について説明するときの比

較のために実際に他のケースにも適用できるように

各条件が所与として確実な場合でのプロダクトミッ

クス問題の数理的な定式化として一般式を次のとお

り記述しておく．

 （3）

2.3　不確実な標準作業時間の導入

　Table２では， 所与の条件が確実な場合における

プロダクトミックスの標準作業時間を示していた

が，本節では式（3）の制約条件式の係数に相当する

標準作業時間の不確実性について考察する．たとえ

ば，Table４に示すように機械加工部と組立部のそ

れぞれの標準作業時間の誤差が正規分布に従うもの

として標準偏差±0.05時間（３分）だけ変動が認め

られる場合を想定する．

Table 3 Maximum capacities of number of 
monthly production２,３）　　

Fig. 1 Deterministic product mix decision model 
using traditional linear programming chart２,３）

Table 4 Each stochastic standard operation time
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　このような変動は実際の工程では，プロダクト

ミックスの所与の条件下での設定値として生産計画

通りに生産するときには，その工程が全自動化され

ていない場合には顕著に認められる．そこで，仮に

Table４の変動を考慮する場合には，Fig.２に示さ

れるように制約条件式の直線は不確実性を伴う傾向

があることがわかる．Fig.２上のランダムな変動は

制約条件式の係数の変動を標準偏差の２倍として機

械加工部と組立部のそれぞれに加えて5,000回ずつ

ランダムサンプリングした結果をプロットした傾向

である．

　Fig.２から，同時に最適解もまた２本の制約条件

式の交点が標準偏差の大きさに基づいて変動するこ

とによる不確実性を有することがわかる．このた

め，プロダクトミックスによる評価を行うために

は，実際には標準作業時間の統計的な不確実性につ

いても検討する必要がある．そこで，本研究では下

記のことを確認している．

　まず，制約条件式の不確実性の傾向を調べる必要

があるので，そのための試行錯誤の数値実験の後に，

標準偏差の大きさによる不確実性の傾向がこれら制

約条件式には双曲線７）として拡張できることが確

認できる．

　次に，２本の制約条件式に考慮されるそれぞれの

双曲線の特徴を用いて，最適解より近い交点と遠い

交点のそれぞれの交点は最適解の上界と下界として

見積もることが可能である．その結果として，下記

のモデル化が可能となる．

　すなわち，Table４の条件を考慮した式（4）によ

る線形計画問題の拡張モデルからFig.３に示される

ように式（5）に定義するモデルに再定義することが

できる．このとき，式（4）における±と∓の符号は

統計的不確実性を考慮した双曲線の漸近線の役割を

果たす．すなわち，漸近線としてとらえる線形計画

モデルの拡張は

 （4）

である．この式（4）から，非線形計画問題としてモ

デル化するためにプロダクトミックスが下式のよう

に

 （5）

と定義することができる．ここに式（5）の制約条件

式の右辺の定数項2450と1800は式（4）に基づき下式

の連立方程式を解いて算出された値である．

 （6）

Fig. 2 Stochastic product mix decision model using 
traditional linear programming chart
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　このとき，式（5）の非線形計画問題はFig.３に視

覚化された双曲線を制約条件式として有するモデル

として定義されている．したがって，不確実な標準

作業時間によるプロダクトミックスの意思決定のた

めに非線形計画モデルを解く必要がある．さらに，

不確実性における変動を最適解の上界と下界の探索

を行いその傾向について調べておく必要がある．

2.4　プロダクトミックスモデルのための非線形計

画法の一般式によるモデル化

　ここで，プロダクトミックスモデルの非線形計画

問題のモデルの一般式での表現を記述する．すなわ

ち，式（4）から式（6）に従い，他のケースにも応用で

きるように非線形計画モデルを一般式として記述し

なおす．まず，式（4）は下式として定義する．

 （7）

　ここに， は標準作業時間の標準偏差  の１，２，

３倍と変動幅を表す定数である．この考え方は品質

管理や信頼性工学に管理水準として用いられるシグ

マの何倍まで考慮するかの意思決定の管理水準の意

味を兼ね備えている10）．このとき，これらの制約条

件式は双曲線の漸近線として活用され，制約条件式

の統計的不確実性を表現するときに重要な役割を果

たす．

　次に，式（5）は下式として記述される．すなわち，

連立方程式が２本の漸近線の役割を果たす制約条件

式から構成される場合を解くと,  はその解となる．

 （8）

　式（7）（8）から，式（6）を一般式として非線形計画

問題のモデルに書き直すことができる．

 （9）

Fig. 3 Nonlinear programming as product mix decision 
model with uncertain standard operation time

Fig. 4 Nonlinear programming as product mix decision 
model with uncertain standard operation time
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2.5　不確実性を表現するファジィ線形計画法との比較

　一方，Zimmermannは不確実な線形計画法にファ

ジィ目標とファジィ制約を持つ問題を導入してい

る８）．すなわち，通常の線形計画問題である式（3）

をマトリクス表記した

 （10）

に対して

 （11）

と表わす８）．ここに，  は目的  をだいたい 

 以下にしたいというファジィ目標，  は制約 

 をだいたい  以下にしたいというファジィ制約

が与えられているモデル化であり，メンバーシップ

関数を用いて意思決定者のあいまい性を考慮する点

がファジィ線形計画法の特徴である８）．

　これに対して，本研究で提案するモデル化では制

約条件は厳密に定数項  以下を満たしながら現実

問題に適応し，標準作業時間の統計的不確実性に相

当するばらつきの影響を受ける係数行列  の偏差

を表現していることでモデルとしての意味は異なっ

ている．このため意思決定問題としても両者の取扱

う方法は当然違ってくることを特記しておく．した

がって，本研究における手法は不確実性に対する新

たなモデリングの提案とその解法を実践しているも

のと考えられる．

３．不確実性に基づくプロダクトミックスモデ
ルのための逐次線形計画問題

3.1　プロダクトミックスモデルのための逐次線形

計画法の一般式によるモデル化

　２章では本研究で考慮した統計的不確実性におけ

るプロダクトミックスの非線形計画問題としての定

式化について提案している．本章ではモデルの解を

探索するために伝統的なプロダクトミックス問題の

線形計画問題を参考に逐次線形計画法６）を用いて

実施する．以下では，そのためのモデルの解の探索

に必要な逐次線形計画法を適用する手順を示してい

る．

　まず，目的関数に書き換えや変更はないのでその

まま

 （12）

と定義する．そして式（9）に記述した制約条件式

 （13）

 （14）

もそのまま変更なく使用する．式（12）における  

は線形関数であるので問題はないが，式（13）と式

（14）は  と  が双曲線であることから，これらを

一次近似して適用する．すなわち

 （15）

による近似直線として逐次線形計画法に活用する．

ここに

 （16）
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と導くことができるのでExcelのSolverで計算する

際に参照するセルに書き込んでおくと効果的であ

る．

　２章で取扱った例題について，この近似式を適用

して標準偏差の２倍および３倍におけるモデル化を

設定し，最適解の下界は，生産計画問題の定式化と

同様に最大化問題８）として，最適解の上界は栄養

問題の定式化と同様に最小化問題８）としてモデル

化し，その解を逐次線形計画法６）により探索できる．

　その最適解の上下界の探索の計算後に，Fig.５に

示すように最適解の上界と下界を視覚化させてその

特徴を調べることができる．この問題に関しては，

最適解を探索する際にMicrosoft ExcelのSolver５）を

用いて逐次線形計画法を解くと２次元問題のため，

図解法のための作図上に解の探索の軌跡について

も効果的に示すことができる．また，Mathematica

でモデル化すると容易に計算できるため，Excelの

Solverで求めた解の妥当性について再検証できる９）．

3.2　逐次線形計画法の探索手順６）

　本研究で用いた一般的な逐次線形計画法のアルゴ

リズム６）を示すために一般式を用いてモデルを表

記する．すなわち

 （17）

のモデルを設計点  においてTaylor級数に展開

し，その高次項を省略すると次式を得る．

 （18）

ここに，  は設計点  における関数  の１次

偏微分係数ベクトルであり，通常感度ベクトルと呼

ばれている．式（18）は線形関数として表現される

ため， 回目の探索により得られる解  と 回

目の探索により得られる解  との誤差の絶対値 

 が微小な値のベクトル  以下になるまで

反復計算をFig.６のように繰り返す解法を用いてい

る６）．

４．数値計算

　Fig.２から，最適解は制約条件式がランダムに変

動するために統計的不確実性を有していることがわ

かる．同様に，Fig.４に示すようにこの不確実なプ

ロダクトミックス問題を5,000回のシミュレーショ

ンを実施してみたとき，Fig.７に視覚化されるよう

に最適解の統計的不確実性を得ることができる．

Fig. 5 Upper or lower bound of optimal solutions 
by sequential linear programming

Fig. 6 Algorism for sequential linear programming６）
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　これらの解の傾向からFig.８に貢献利益の解の傾

向を分布としても示すことができる．このとき，貢

献利益の最適解の不確実な傾向もまた正規分布に従

うことがわかる．すなわち，式（5）の目的関数  は

線形関数であり，  と  におけるそれぞれの制約

条件の係数の影響による正規分布の誤差としての偏

差を考慮した最適解の傾向は２次元正規分布の同時

分布を構成するため，  の法線方向に視覚化した周

辺分布に相当して正規分布に従っていることが確認

できる．

　そこで，標準作業時間の標準偏差の２倍および３

倍の幅で最適解の探索計算とシミュレーションを実

施した結果をプロットしたものがFig.９である．こ

の結果から，シミュレーションの結果と逐次線形計

画法の解の傾向はほぼ一致していることがわかる．

Fig. 7 Stochastic uncertainties of optimal points

Fig. 8 Tendencies of stochastic uncertainties for 
maximum profit

Table 5 Comparison of results both numerical simulation and sequential linear programming

Fig. 9 Upper or lower bound of optimal solutions 
by numerical simulation
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　ところで，プロダクトミックスの意思決定におい

てTable５のようにシミュレーションと逐次線形計

画法について数値結果を得ることができる．ここに，

は貢献利益を意味する目的関数の結果であり，  

はSTモデルの生産量，  はDXモデルの生産量の解

の結果である．標準作業時間の統計的な不確実性を

考慮するとき，厳密に標準偏差がわかればこのよう

に最適解の統計的不確実性をその最適解の上界と下

界の傾向として見積もることができる．したがって

従来のプロダクトミックスの原価計算における利益

計画の差異２,３）だけではなく統計的な不確実性の想

定範囲における差異についても検討することができ

る．

　すなわち，Fig.10に示すとおり各タイプの生産量

の推移と貢献利益の影響についてもその傾向を調べ

ることができる．これらの傾向から，標準作業時間

の標準偏差の検討が改めて重要であることがわか

る．

５．結　　言

　本研究では図解によるアプローチと提案手法の数

値計算を通じて以下のことが明らかとなった．

１．プロダクトミックスの最適解を評価するとき，

実際には標準作業時間の不確実性を考慮する必

要があることを指摘している．また，その不確

実性は双曲線として見積もることができること

を提案している．

２．最適解を評価するとき，意思決定の水準を品質

管理や信頼性工学の管理水準と同様に想定して

その不確実性を最適解の上界と下界により見積

もることが効果的であることをモデル化してい

る．

３．図解によるアプローチやシミュレーションの結

果と逐次線形計画法による数値計算から，効果

的に貢献利益と生産比率の推移を見積もること

が可能となった．このため，従来の原価計算の

利益計画の差異だけではなく想定される不確実

性による変動幅としての利益の差異を取扱える

ことを示している．
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Fig. 10 Operating effectiveness of operating profit


